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(7? WHI 
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lignes. 


z z AEE dF 
Page 185, ligne 10, au lieu de ET lisez ah 
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Détermination de l'intégrale f sin" xdr, — Formule de Wallis. 


“o 


DIFFÉRENTIATION D UNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT 
A SES LIMITES, 


448. On sait qu'étant donnée une fonction quelconque 
de x, f(x), il existe toujours une autre fonction 4 (x) 
telle que l’on ait 

s'(z)= f(x), 
et que l'intégrale générale de f(x) dx est alors représentée 
par 
n(r)+cC, 
C étant une constante arbitraire. 
Désignons par u l'intégrale de f(x) dr, prise entre 
deux limites a et b; on aura 
ah 
I= l Six! dr = (b)— g(a). 
vu 


II, 2° édition. t 
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2 COURS D'ANALYSE. 

L'intégrale définie u ne dépend plus de x, mais elle est 
une fonction des limites a et b, et l’on peut se proposer 
de la différentier par rapport à l'une ou à l’autre de ces 
limites. On y parvient aïsément sans effectuer l'intégra- 
tion. En effet, de légalité 

u = g(b) — g(a), 
on déduit 


(1) m fla) =I (b): 


449. Si a et b sont des fonctions d’une certaine va- 
riable £, indépendante de x, en désignant par du la diffé- 
rentielle totale de u considérée comme fonction de la va- 


riable indépendante t, on aura (T, 46) [*] 


du du 
du = Tati; db, 


et, par conséquent, 
(2) du = — f (a) da +. f(b) db. 
On obtiendra du en fonction de t en remplaçant dins 


cette formule a, b, da, db, par leurs valeurs en fonciom 
de t. 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 


450. Soit 
Fig. 105. y 5 fla) 
y! w/ équation en coordonnés rec-- 
| rAr tangulaires de la courbe CI: 
= ET | | l'intégrale définie 
LT f b 
Cho e poaz «= [ f(x) dz 


[7] (1, 46) indique un renvoi au n° 46 du premier volume. les ñin- 
vois au second volume seront simplement indiqués par le nunérodu 
paragraphe. 
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TRENTE-SEPTIÈME LEÇON. 3 
représente l'aire ABDC. Donnons aux limites a et b les 
accroïssements infiniment petits 

AA" = da, BB'= db : 
on aura 
A'C'D'B'= « + du : 
et du = — AA'’C'C + BB'D'D. 
Or on peut remplacer AA’C'C et BB'D'D par les rec- 
tangles ACEA’ et BDFB' qui n’en diffèrent que de quan- 
tités infiniment petites du second ordre (I, 17); on aura 
donc 
AA'C'C—=f(a)da, BB'D'D=—/f(b)db, 
et, par suite, 
du =— fa)da + f(b)db. 


DIFFÉRENTIATION D UNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT 
A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 


451. Supposons que la fonction placée sous le signe SAlomild 
nI # 4L 


dépende d’une variable t, autre que x, et soit 
b 
u= S{x, t)dx. 
a 
Si les limites a et b sont indépendantes de t, on aura 
P 
pour l'accroissement At donné à t, 


b 
u + Au = f(x, 1 + At) dx, 


a 


b b 
d'où Au = f fiz, t + At) dx — f(x, t)dr 
a 


a 
b 


— (f(x, t+ at) — f(x, t,] dx; 


a 


par suite, 


Au Jags tist) — f t) 
— = —— ———— — —— dx, 
at 4 At 


et, si l'on fait décroitre indéfiniment A7, on aura, à la 
I. 


http://rcin.org.pl 


4 COURS D'ANALYSE. 


limite, 


b 
(3) anf Ulz, NPR 
452. Quand a et b dépendent de t, du désignant la diffé- 
= du z 


rentielle totale de u, et- z les dérivées partielles 


? db’ 
de cette fonction, on a 
du du du 
d À — db = dt} 
u or T6 h + p7 dt 
Mais (448, 451) 
du ; du du b df 
da Itari (Bt) FT K eri 
donc 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 
453. Soit CD la courbe dont l'équation est, en coor- 
Fig. 106. 1 données rectangulaires, 
y=f(x, t). 
Si OA — a, OB = b, on aura 


à = d f(x, t) dx = aire ACDB. 
a 


of A 4 BBE 2 Donnons à t l'accroissement in- 
finiment petit dt : a et b qui sont des fonctions de £ re- 
çoivent des accroissements AA’ = da, BB'— db. En 
même temps la courbe CD se change en une autre courbe 
EH infiniment voisine, et l’on a 


b+ db 
u + du = fix, t+ dt)dx = aire A'GHB. 
a + da 


Mais aire A'GHB'— AEFB — AEGA’ + BFHB'; 
donc. du = A'GHB'— ACDB 
= (AEFB — ACDB) — AEGA’ + BFHB', 
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ou, en négligeant des infiniment petits du second ordre, 


u= f r tapé f fl» tds 


— f(a, t) da + f(b, €) db, 
et enfin 


b 
u= f PENRE Aa, t) da +-f(b, t)db. 


DIFFÉRENTIATION D UNE INTÉGRALE INDÉFINIE PAR RAPPORT 
A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 

454. Soit u l'intégrale indéfinie de f(x, t) dx, dans 
laquelle £ désigne un paramètre variable qui ne dépend 
pas de x; on peut, sans rien ôter à la généralité de cette 
intégrale, l'écrire sous la forme 


x 
«= f f(z, t\dx + ẹ(¢), 
a 


Y(t) étant une fonction arbitraire de 1. Diflérentions 
maintenant par rapport à t, en supposant que { ne dé- 
pende pas de a : nous aurons (451) 


du Fdf(x, t) 3 
zoff Sar eY); 


mais comme Ÿ’() est une constante par rapport à x, le 


+ FN CP . Fe df 

second membre revient à l'intégrale indéfinie de FA dx, et 
í 

Pon peut écrire 

du df(x,t 
(5) — = af (zt) dx. 

dt dt 

Ainsi, pour différentier une intégrale indéfinie par 

rapport à un paramètre variable, il suffit de différen- 
tier, par rapport à ce paramètre, la fonction placée sous 


le signe j? ) 


INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. : 
455. Si l'on multiplie par dy l'intégrale définie Moime 
b- TI 4h Y 

[ f(z, y)dr, č 83 
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et que l’on intègre ensuite par rapport à y, on aura 


b 
Sef f(x, y)dr. 


Or je dis que l'on peut intervertir l'ordre des intégira- 
tions, c'est-à-dire que l’on aura la formule 


fer firesi f u faena 


En effet, on a (451) 


ba fee ffe hy|= f a enr 


y S, dh 
>b 

= J f(z; x); 
a 


donc, en intégrant les deux membres de cette équation par 
rapport à y, il en résultera 


ab = rs b 
< j dz fre à = le f(x, ») dr, 


et, si l’on prend pour limites de y les constantes c et d, 
on aura 


: b d d nb 
(6) fu fsb = f dr | fls )dr. 


456. L'interprétation géométrique de ceue formule est 
facile; car ses deux membres représentent également le 


Fig. 107. volume ABCD A'B'’C’D’ com- 
Jo e ris entre la surface qui a pour 
D i ) i q p 
Le équation z= f(x, y), le plan 
je | 
| Rt des xy et les quatre plans qui ont 
| | è . 
E a pour équations 
"EE. À FAT. 1e teb, 
CPR" = ne | ie 
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> 


DÉTERMINATION DE L INTÉGRALE 


K 
2 


yf sin" x dr. 
o ” 


457. On peut déterminer une intégrale définie quand 
on connaît l'intégrale indéfinie; mais il y a souvent des 
simplifications. Ainsi, quand on a 


frs = g(x) + fet) dz, ; 


il en résulte 


L 
b i b 
$ fle) de= olb) — pla) + | Ÿ(x) dr, 


et si Y (x) est une fonction plus simple que f(x), l'inté- 
grale cherchée sera ramenée par cette formule à une 
intégrale plus simple. r 

Soit, par exemple, l'intégrale 


z 
2 
= f sin” x dr. 
o 


En intégrant par parties, on a 
fivzar= [sine a (— cosx) 

= — sin z cost + (n — 1) f siwa cos’r dr ; 
ou bien , en remplaçant cos’ x par 1—sin*r, 


fsinade = — sin"—' x cosx + (n — 1) f siw>zar 


— (2 — 1) f sin'ad. 


De là on tire 
é Bii n — i . 
sin” z dz = — — sin"® z cosx + —— f sin?rdr. 
n à n 


et obser- 


» 14 


Intégrons maintenant entre les limites o et 


…— 
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vous que le premier terme du second membre s’annule 

à ces deux limites, z étant plus grand que 1 : il viendra 
n— i 


(1) ne ET lai 


n=?» 


Soit n pair : nous aurons successivement 


— 3: 
Us = . O PEEN 
n — 2 
n—5 
Un—; = 7 Un6s 
n— 4 
a AK OR DE Eea TC s 
y I 
U: = — lj, 


a R 
r P — dr = =: 
o 2 


Si l’on multiplie toutes ces équations membre à 


membre, il vient. : 
mu ut, n—1 
2 U = ee gene. . 
s ) E A n 
En changeant z en n + 1 dans la formule (1), on aura 
n 
Unyi = EER Un—=is 
et ensuite 
n — 2 
Un = a 
n — 1] 
R |= 
Un = U p 
n—3 A 3 n—5 9 
SRE à RE ANSE EN 
2 
G= 3 üs, 
u, = singzdr = 1. 
o 


En multipliant touts ces équatiqus membre à membre, 
on aura s 


(3) Urn = gris —— 
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458. La formule (1) ne peut plus servir à la détermi- 
nation de 4, quand z n’est pas un nombre entier; mais 
on peut l’employer, dans ce cas, à réduire l'indice au- 
dessous de unité. 
Dans tous les cas, en faisant y = sinx, l'intégrale 


$ sin” zdx 
0 


se ramène à la suivante 


E) 


>i 


y dy 


ER cm 


oo 


qui est algébrique. 


FORMULE DE WALLIS. 

459. Les formules (2) et (3) conduisent à la valeur 
de = exprimée par un produit d’une infinité de facteurs. 
En effet, puisque sinx est moindre que l'unité, on a 

-snt sin"t'xr 


pour toutes les valeurs de x comprises entre o ct 


CRE | 


donc on a 


2 
£ sin” zde > f sin“+'zdx, 
o o 


tn > Me 


De là et des formules (2) et (3) trouvées plus haut (437), 
on tire 


CE] 


c'est-à-dire 


r 2 
I 


33 


On aùra de même 
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10 COURS D ANALYSE, 


ou bien 


Z> A et Tea ES mare). / 


=A(1+ z2), 


æ étant une quantité plus petite que z? et comme 


ceci est vrai, quelque grand que soit z, on aura, en 


supposant n ==: , 


A eve Ve A 
2) 7 .».,8:3:6. 5 


Cette formule remarquable a été découverte par Wallis. 


EXERCICES. 


F sin max 
- dr =", 
o sin æ 


m étant un nombre entier positif et impair. 


D Er - x: 13 
9 EA 
2. € s Pradai I e 


3. Étant donnée Pintégrale 


ab j 
J F (x) dx, 
a 


la changer en une autre qui ait pour limites deux nombres donnés, 
à Paide de la substitution x = my +n, m et n étant deux nombres 


inconnus . 
C 


1. Démontrer que 
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TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 
SUITE DE LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


Intégrales eulériennes de deuxième espèce. — Intégrales obtenues par la 
différentiation ou l'intégration sous le signe, — par des considérations 
géométriques, — par la séparation des quantités réelles et des imagi- 
naires, — par une équation différentielle. 


INTÉGRALES EULÉRIENNES DE SECONDE ESPÈCE. 


460. On donne le nom d'intégrale eulérienne de se- 
conde espèce à l'intégrale définie 


2 
(1) Fa}= j e iE aa E 
o 


Où doit supposer z positif; car si x était égal au 
nombre négatif — p, l'intégrale considérée aurait une 
valeur infinie, En effet, on a, a étant compris entre 


oel tr, 
[ FLN À 1 dr ty! 
€ et -a = à 
It, , 4 
Ja "A PL RE : CUa 


L 
; I S MIS '. , 
or, pour a—0, - l- est infini :1 intégrale f a te Sd 
č a 
o 


est donc infinie, et il en est de même, à fortiori, de l'in- 


Ee 
tégrale f xPrile a E 
o 


461. L'intégrale T (a +1) peut se ramener à T (z). 
En intégrant par parties, on a 


fere = — 2" pan fear. 


Or z"e™ s’annule pour x = o et aussi pour x =% . 
En elfet, puisque 


+? ri 


T 
EES OT MEN TAA 


TENERE 
PE TE PERT i 


on a, quel que soit r, 
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12 COURS D'ANALYSE. 
par conséquent 


gt" 


sie 


ET 
Or, quand on prend ¿œ z, cé qui est évidemment permis, 
le second membre devient infini pour x = æ . Donc le 
produit x7*«* devient aussi infini , et par conséquent son 
inverse x"e7* devient nul pour x = œ. 

D'après cela, si l’on intègre entre les limites o et + , 


on aura 
oc ea 
[ Le nf Car ie, 
o o 


(2) (n+ 1)=nT (n), 
462. On aura de même 


ou 


T(n)=(r—1)r(r—=a)}, T(rn—i)= (n — 2) (n= 2), 
et si n est entier, on arrivera à 


E CREA hr), 


s 
t= f edr =i. 
o 


Par conséquent, on aura pour z entier et positif 
(3) rena, o E) 
Si 7, sans ètre entier, est plus grand que 1, la formule 
r (a) = (n —1)r (n — 1) 
permettra de réduire l'intégrale I (z) à l'intégrale F (>), 
dans laquelle v désigne un nombre positif moindre que ı ; 
de sorte que pour calculer T (z) il suffit d'avoir les va- 
leurs de cette fonction pour les valeurs de l'indice z com- 
prises entre o et 1. 
463. L'intégrale I (7) peut prendre une autre forme ; 
s pow p 
en posant €" =y, on a 
l dy 
æ= V=; dr = =; 
: + 
nn 


| pam ara f (5) F ne [ (11) dy, 


“0 vo À 
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pt 
ou (x) —= f (12) dy. 
Jo J 
INTÉGRALES QUI SE DÉDUISENT D UNE INTÉGRALE CONNUE 


PAR LA DIFFÉRENTIATION SOUS LE SIGNE. 


464. La différentiation sous le signe permet de déduire 
d'une intégrale définie connue de nouvelles intégrales. 
En voici quelques exemples : 


de Fr =} 
to - nc: 
o -pa 2 


Différentions z fois par rapport à a : il en résulte 


D PE: PR ble ee her APS PAR E Ra 
————— de nes —————s AE 
FO LL EL RE 2 2. 2 2 i 2 


et, par suite, 


R I 
2° Soit Ẹ e dr = —- 
b a 


Si l’on différentie les deux membres de cette égalité n —1 
fois de suite par rapport à a, on aura 


a 
f Baa eA E E S, era", 
vu 


ou bien 


nac 


(2) J 3 praa = TP), 


a 


465. Ce dernier résultat subsiste quand on remplace la 


quantité réelle æ par l'expression imaginaire a +b ÿ— 1, 
dans laquelle la partie réelle a est positive. 
En effet, on a 


=” — p—la+bV=iz 
feeds = apl a sz € 
. a+ by—1 


_— et (cos bx — 1 sin br) 


a+by—1 
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> par conséquent, 


f D erterWDe Mr = 
o a+b y=i 


Si maintenant on différentie cette égalité n — 1 fois par 
rapport à a, on aura 


(3) pi EE Pa EA Ans e P SA (ré 1). 
o (a + by)" 


ce qui est la dernière formule du n° 464 étendue au cas 
où a est imaginaire. 

466. Ceue formule fournira d’autres intégrales, au 
moyen de la séparation des quantités réelles et des ima- 
ginaires. Posons 


a + b Yi — p!cos9 + ÿ—1sin0), 
c'est-à-dire 


p a 


p= ya: +0, cos 9 — , 


vai + t? 


la dernière équation devient 


An 
f e% (cos bæ — y — isin br) a de 


ria) m= 
3 Hi (cosnG— ÿ—1sin z9), 
p 


[j 


équation g se partage en deux antres : 

) sinz, 

| f ee rt cos bede = DU cos z 0. 
p" 


Notre démonstration suppose que 7 est un nombre en- 
tier; mais ces formules subsistent quel que soit n. 


rin 
sy ei sin brdx = 


(4) 


INTÉGRALES DÉDUITES D AUTRES INTÉGRALES AU MOYEN DE 
L'INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. 


finvet dacrex 467. L'intégration des intégrales définies par rapport 
TE sh 199-201 
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aux constantes qu’elles renferment fournit encore de nou- 
velles intégrales. Ainsi, soit x 


a 


a 
f emt cos br dx = —— r? 
VA a + b° 


intégrale qui se déduit de la dernière formule (466) en 
faisant n =1. Il en résulte, c étant une constante moindre 


«a a a l 
f da f ecos bx dr = $ = pae. ? 
ve c a + b: 


vo 


que a, 


Mais 


a o: æ a 
f da [ e cos bx dx = "y dr f et cos br da 
€ eo o e 


D piz — paz 
= — cos brdr; 
r 
o 


d’un autre côté, 


PER a Cph 


F ada 1 a? + b? 


Donc 


D pce par ? b? 
(1) FA E Y P PERA AA 
o 4 2 C+ 


468. Si l'on fait b— 0, on a 


D p-er L p—0x a 
(2) f O de=]; 
o Tr £ 


On obtiendrait encore ce résultat en intégrant relative- 
ment à a, entre les limites c et a, les deux membres de la 


formule 
à Px i 
J ede = —: 
À a 


469. Par le même procédé, de la formule 


9 h 
e sin br dr = ———; 
je a’ = de: 
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16 COURS D ANALYSE. 
on déduira 


va Le) sa b 
| À bela 
J da f e sin bxdr = f nn 
c o Jé "ae b: 
a 


arc tan re tang < ct se) 
He 7 — — arc 7 — — are tang — 2 
85 b 5 b ang bac 


Mais 


a | = ALR »a 
$ da 14 e sin bx dx — J dr J sin bre-% da 
e o o c 


K pcs a iT f; 
=Æ — sin brdr; 
0 r 


donc 


X per „=ar b 
: et mc é a— ce) 
(3) —— = sin br dr =arc tång i (68 at 
K + 3 b'+ac 


470. Si Pon fait a =& , c= 0. on a 


(4) f inde e 


pourvu que b soit >o. Si l’on avait b Lo, le second mem- 


NINJ 


. T ` , z . . 
bre serait — + Cette intégrale présente donc une disconti- 


nuité remarquable : constante lorsque b varie en conser- 


. Ba R 
vant le même signe, elle passe brusquement de — = à - 
2 2 


lorsque b, en s'évanouissant, passe du négatif au positif. 


EMPLOI DE CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES POUR LA 
DÉTERMINATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 


ATA. L'intégrale 
p5 
A= e} dr 
Jo 


a été déterminée par M. Poisson à l’aide d’un procédé 
très-remarquable. Si l’on change x en y, on aura encore 


= 
A ių ec dy, 
o . 
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et, par suite, 


æ H Le] D 
“= f cas. | ra f $ er drdy. 
o o o o 


Soient maintenant trois axes rectangulaires Ox, Oy, 
Oz et 


— z2 — ps 
y= o0, z= , 


les équations d’une courbe 
située dans le plan zOx. 
Si cette courbe tourne au- 
tour de laxe Oz. elle en- 
gendrera une surface ayant 
pour équation 


z= er", 


et l'intégrale double 


æ Le] 
“à J e-+- dz dy 
o Jo 


représentera le quart du volume compris entre la sur- 
face et le plan xOy. On peut évaluer ce volume en le par- 
tageant en une infinité de tranches cylindriques dont Oz 
soit l'axe commun. La tranche terminée aux surfaces qui 
ont pour rayons r et r + dr est égale à sa base 27rdr 
multipliée par sa hauteur z ou e7” : on a donc 


PUTLE ES I 
A + : ” isi FRE ET 
o 


d’où 
1 _ 
(1) Aag Vr. 


472. Un procédé analogue peut être employé pour la 
détermination d’autres intégrales. Supposons que l’on ait 


à évaluer 
[of rene 
o o 


Cette intégrale représente la portion située dans l'angle 
II. 2° édition. 2 
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des coordonnées positives du volume compris entre la 
surface qui a pour équation 


Fig. 109. t= fa 7) 

# et le plan xOy. Décomposons 
ce volume en éléments infini- 
jär ment petits au moyen des plans 

| F y P 
AE N 77 70S, zOR menés par l’axe des z 
DE op as DRIA et des cylindres PQ, RS ayant 

< 15 


R Oz pour axe commun. Si lon 

pose -OP= r,: POx = 6, le 
prisme infiniment petit MPQRS ayant pour base le 
rectangle PORS = rd8dr, et pour hauteur 

z =f (xz, y) =f{(rcos0, rsin6), 
aura pour volume 
rdüdrf(rcos0, rsin 0). 

L'intégrale proposée pourra done être remplacée par la 
suivante 


s IA 


Le] 
f f{rcos6, rsin 6)rd6dr, 
o o 
dont la valeur sera quelquefois plus facile à trouver. 
°°] = 
473. L'intégrale F e= de=>NT7 conduit à la sui- 
Le 


vante 


3 o Le 
(2) f e dx =Vr. 
—œ 


En efiet, 


z o o 
Î e dr = e dx + e “dr. 
LS = ð o 


Si lon change x en — x, on a 


o 2 LEE 
J pE dg = $ ede = = Vr; 
— È o 2 
La _ 


done j ede = yz- 


ó ai 
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474. Plus généralement, si f (x) est une fonction paire 
de x, c’est-à-dire une fonction telle, que l'on ait identi- 
quement f(x) = f(— x), on aura 


frame [D rend. 


En effet, 


vap Jlr) N f(x)dæ + f. Kajas. 


Mais 


fre dx = [ze z)dx = fred 
res fr 


On prouverait de la même manière que si f(r) est 
une fonction impaire, c’est-à-dire si f(—r) —— f (x), 


on aura 
Le 
[ S(x) dx = 0. 
—@ 


475. Si, dans l'intégrale (2), on remplace x par x ya, 
on aura 


(3) À de = YE. 
_—" ya 


En différentiant cette dernière équation z fois de suite 
par rapport à á, on aura 


(4) Fa D TEETER a Tr AA adti, ae), 


2" 


donc 


et, si l’on fait a — 1, 


$ ad . 
(5) [ ex" dx = Nr: -—————— 


ds /— cc 
Le 


» 
= 
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EMPLOI DES IMAGINAIRES. 


476. En ‘changeant x en x + a dans l'équation (2), 
elle devient 


co 
(6) f er (s+e) dr = Vz, 
— 0 
æ jam 
ou E! e t-m de = Ur. 
— 0 
Mais on a 


x æ 
h es us dr — f es (emdr 
S0 Epe 


o 
= si ae (eee) des 
o 
donc on aura 
o 
(7) 5 e77 [ez + 272) dx = e” Vz. 
o 


Les deux membres de cette équation peuvent être dé- 
veloppés en séries convergentes, suivant les puissances 
entières et ascendantes de a, et comme l'équation a lieu 
pour toutes les valeurs réelles de a, les coefficients des 
mêmes puissances de a doivent être égaux dans les deux 
membres ; d’où il suit que l’équation subsistera si l’on y 
remplace a par une expression imaginaire. En posant 


a—=aÿ—1, d'où e+ e — 2 cos2ax, elle devient 
? I sure 
(8) $ e cos2a rde = — e~ * yr. 
2 
o 


Ainsi le passage des quantités réelles aux imaginaires 
peut faire découvrir de nouvelles intégrales, comme on 
l’a déjà fait remarquer au n° 465. 


INTÉGRALE OBTENUE À L'AIDE DUNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 


471. fn autre procédé consiste à former, entre l’inté- 
grale proposée et lune des indéterminées qu’elle ren- 
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ferme, une équation différentielle qu’on puisse intégrer. 


Soit, par exemple, 


W 
“= f e cos2ax dx. 
o 


On a 


da 


En intégrant par parties et en observant que sin 24x. 


est nulle aux deux limites, on aura 


du æ a 
%=-f sinzaz.easde= f sinzas.d.e*. 
o o 
. 


— 2ada; 


du de 
> ER e*cos2ax.24dx, 
x 
o 
; MT du 
c'est-à-dire T = —2au, ou 
a 
2 
d’où u = Ce". 


Pour déterminer C, on fait z = 0 : alors 


S 1 
«= f edx = - ÿr =C; 
& 2 


donc 


La 
I 3 
T e-#cos2ardr = -e` yr. 
2 
o 


EXERCICES. 


1. Démontrer la formule 


L Vm a S 
E ES camh 


z) £ de 
m 


er’ 


et en déduire la première de ces intégrales quand m est un nombre 


entier. 
2. Démontrer la formule 


2n 2n 


cas particulier de n = 2. 


TEE) 
o 1\2+I n+1\22+ 1 
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3n 
2n +1 


3n 
3n+1 


F 


...} 
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TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 


SUITE DES INTÉGRALES DÉFINIES. — INTÉGRALES 


EULÉRIENNES. 
Formule fondamentale. — Applications. — Développements en séries. — 
Des intégrales eulériennes. — Définition. — Propriétés des intégrales 
de première espèce, — Relations entre les intégrales eulériennes. — 


Intégrales multiples qui s'expriment àgl'aide des fonctions r. — Appli- 
cations aux volumes et aux centres de gravité, 


MÉTHODE DE M. CAUCHY. — FORMULE FONDAMENTALE. 


478. Soient z une variable imaginaire, r son module 
el p son argument, en sorte qu’on ait 


z= r(cosp + V~: sinp) = rer", 


Soit f (z) une fonction de z qui reste finie et continue, 
ainsi que sa dérivée, pour toute valeur de z dont le mo- 
dule r est inférieur à une certaine limite R. Supposons, 
en outre, qu'en laissant le module constant et en faisant 
croitre langle p d'une manière continue depuis une 
valeur quelconque x jusqu'à la valeur æ + 27, la fonc- 
ton reprenne, pour p = & + 27, la valeur qu'elle avait 
pour p= z. Cette condition, que M. Cauchy omet dans 
ses énoncés, mais qu'il suppose dans ses démonstrations, 
n'est pas toujours remplie quand la fonction f(z) a 
plusieurs valeurs différentes pour une même valeur de z. 
On ne considère ici qu'une des valeurs de f (z) et la va- 
leur correspondante de sa dérivée. 
Cela posé, je dis qu'on a la formule 


: t atr 
(1) AE b f(z)dp, 
x +27 
ou fo= > | "fire ) am 


pour tout module r moindre que R. 
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En eflet, z étant une fonction de r et de p, si l'on dif- 
férentie f (z) tour à tour par rapport à r et à p, on aura 


d dz = 
DE pe ser 
df( z) =- f' Íz dz = f’ pv 
dp =f (z) dp A (z) rer \ l, 


et, par conséquent, 


dflz) = ! df(z) 
dr er dp 


Comme, par hypothèse, f'(z) reste finie et continue 
pour toute valeur de z dont le module est moindre que R, 
la mème propriété appartient aux deux membres de cette 
dernière équation. En les multipliant par dr.dp, et les 
intégrant par rapport à r depuis zéro jusqu’à r, et par 
rapport à p depuis æ ne a+ 27, On a 


a+2r r z atar 
f dp f df(z) dzs LE =] af) dp; 
g o dr © THa “dp 


or f San dr =f(z)—= f (0), 
et puisque 


dfi 
g; A dp = fiz)=f (re), 


on à 
T PE) i fes REN 
La E 

Mais le second membre est nul par hypothèse ; par con- 
séquent 

nr TETT] A 

AOIR A BEETA x dp 

+27 

e OEO A 

LA 
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a+r aIr 
donc sof dp =[ f(z) dp, 


ou 
(1) o= f Ioa, 


ce qu’il fallait démontrer. 

479. Si f (z) et f'(z) restent finies et continues pour 
toutes les valeurs de z dont le module est compris entre 
r et p, en appelant £ la valeur de z qui a p pour module, 


on aura 
u+27T a+ 2z 
T sag= f F&)dp: 


«+27 
ainsi la valeur de $ f{z) dp est indépendante du 


module r, ce qu’on vérifie en différentiant cette inté- 
grale par rapport à r (451). 
480. En faisant & — o dans la formule (1), on aura 


cu) Fo= [ Sle) dp, 


et si l’on fait ensuite z = — 27 et que l’on change p 
q s 


en — p, on aura 
1 — 27 


fo) = i, J(reæY=') dp. 


481. En remplaçant f(z) par f(x- z) dans la for- 
mule (I), on en déduit 


\ + I Ca Jaa 
(111) f(z) = ef f(x + rer") dp, 
= J, 


car on a f(o)=f(x). Ainsi une fonction f(x) d’une 
variable x, réelle ou imaginaire, peut ètre représentée 
par une intégrale définie, pourvu que f(x + re?*—") reste 
finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour la valeur at- 
tribuée à r et pour toute valeur moindre, et que cette fonc- 
tion reprenne la même valeur quand p augmente de 27. 
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APPLICATIONS. 


482. Les formules précédentes donnent les valeurs 
d’une classe nombreuse d’intégrales définies. Prenons 


d’abord 


FOIE EE 

Cette fonction et sa dérivée deviennent infinies pour z=1, 
valeur dont le module est r —1; mais elles sont finies et 
continues pour toute valeur moindre que 1 attribuée au 
module. On peut donc appliquer la formule (11) qui donne, 
pour r<[1, 


27 d 
(1) => A 


, 
F3 


ou 


Er 2 
T = QE PA RE ET  — P ITTI 
o  I—rcosp—Y—1rsinp 
= (= rcosp+V—irsinp),, 
o 


i— Iros pT r°? 


et, en séparant les parties réelles et les imaginaires, 


a _(1—rcosp)dp SEA 
1— 2r cos p I—2rcosp + r° 
z Sinpdp ti 


0. 
1— 2rcosp + r’? 


Cette dernière Le est d’ailleurs évidente, puisque 
les éléments de l'intégrale qui correspondent à des valeurs 


de p dont la somme est 27 sont égaux et de signes con- 
traires. 


483. On trouve directement la formule (1) en obser- 


$ I À à é 
vant que la fonction —; Peut être développée en une 


série convergente quand le module de z est moindre que 
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l'unité. En effet, dans ce cas, 


1 
© Z=r+iz+z+z +... 


d’où résulte la série convergente 


27 dp 27 27 27 
f a = dp + zdp + dp +... 
o A o 9 o 
227 
Mais on a J dp= 2f, 
o 


et, d’ailleurs, pour tout exposant positif différent de zéro, 


27 y Akt 
$ sapr f eFidpe=o; 
o o 


í Ir 7 
donc $: a = 27. 
u I—3 


484. Faisons dans la formule (JI) f{z)—=e". Cette 
fonction, ainsi que sa dérivée, est finie et continue pour 
toute valeur de z et n’a qu'une seule valeur. On a donc, 
quel que soit le module r, 


27% 
(3 ) 1—= K çarcosp+V=1 arsinp dp, 
2% o 


d'où l'on tire, en faisant ar = b et en séparant les quan- 
tités réelles d'avec les imaginaires, 


| pan 
|| sP cos (b sin p)dp = 27, 
(4) aiai 
27 
| f ccesrsin (b sin p) dp — 0. 
o 


485. Soit encore 
I 


fa =), doù f(z) =— 


La fonction et sa dérivée deviennent infinies pour la 
valeur z = 1 dont le module est 1. Il faut donc, dans la 
formule (If), supposer r< r. D'ailleurs, en faisant croître p 
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d’une manière continue depuis une valeur quelconque + 
jusqu'à la valeur a + 27, la fonction 1 (1— z) reprendra 
pour p =a + 27 la valeur qu’elle avait pour p = z. 

En eflet, posons 
1— z= p(cos0 + ÿ—1 sinb) : 
p et 0 seront déterminés par les équations 
pcosÿ —1—rcosp, psinÿ = — rsin p; 


on en déduit 


p=+vVi—2rcosp + r", 


I — rcosp d — rsin 
cos = e Ede sin 9 = n . 
ViI— 2rcusp + ri Vi 2rcosp +r? 


On connait donc cos8 et sinf en fonction de p. Si l'on 
donne à p une première valeur arbitraire ~, on a, par ces 
formules, la valeur de cos 8 et celle de sin 9 auxquelles 
correspondent une infinité de valeurs de l'arc 8. Choi- 
sissons à volonté une de ces valeurs que nous désignerons 
par 6. En faisant croitre p d'une manière continue depuis 
æ jusqu'à x + 27, les valeurs de cos et de sinf va- 
rieront par degrés insensibles, et redeviendront, pour 
p = 2 + 27, égales à leurs valeurs initiales pour p = z. 
Par conséquent, l'arc 9 variera aussi d’une manière con- 
tinue à partir de sa valeur initiale 6 qui correspond à 
p = &, et quand p atteindra la limite supérieure z + 27, 
ô sera revenu à sa valeur initiale 6, ou bien il en différera 
d'une ou de plusieurs circonférences. 

Mais si l’on suppose r< 1, je dis qu'on aura 0= 6 pour 
p—=%# 27 comme pour p = g; car la formule 


i— r cosp 
cosh = —— 1 


I — 2rcosp + r’ 


fait voir que si l’on a r<: , cos reste positif pour toutes 
„les valeurs de p. Donc l'extrémité mobile de lare varia- 
ble 9, mesuré à partir d’une origine fixe sur un cercle, se 
trouvera toujours dans le premier où dans le quatrième 
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quart de cercle, et puisque son sinus et son cosinus re- 
prennent pour p—z+2r leurs valeurs pour p = à, 
Parc 6 lui-même reprendra pour p =æ + 27 la valeur 6 
qu'on lui avait assignée pour p = a. 

Ayant posé 


1— z= p(cos6 + ÿ—1sin0) = pe =", 
on a l(1— z)=lp + 0ÿ—1, 


et la formule (TI) nous donne 


(5) = [ (+0), 


équation qui revient aux suivantes : 


Br [A Vi 2rcosp + r°) dp — 0, 


arc tang EU dp = 0. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. 


486. M. Cauchy a fait servir la formule (I) au déve- 
loppement des fonctions en série, et il en a déduit les con- 
ditions sous lesquelles ces développements sont conver- 
gents. Il est arrivé ainsi à ce théorème remarquable : 

Une fonction F (x) d’une variable x, réelle ou ima- 
ginaire, peut étre développée en série convergente sui- 
vant les puissances entières et positives de x, tant que le 
module de x est moindre que celui pour lequel la fonction 
ou sa dérivée première devient infinie ou discontinue. 

D’après ce théorème, pour la démonstration duquel 
nous renverrons aux ouvrages mêmes de M. Cauchy, les 
fonctions 

E, sing, e”, cos(i — zx), 


et leurs dérivées premières, ne cessant jamais d'être 
finies et contiues, seront toujours développables suivant 
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les puissances ascendantes de x. Mais les fonctions 


I T 
? --—— 
IESS 1+yi— r 


> l(1— z), arctangz, 


et leurs dérivées, cessant d’être continues quand le module 
de x devient égal à l’unité, ne seront développables que 
si ce module est moindre que l'unité. Les séries obtenues 
pourront devenir et deviendront en effet divergentes si le 


module de x surpasse l'unité. 
I 


: > 1 : : 
Enfin les fonctions lx, e”, cos- devenant discontinues 
T 


avec leurs dérivées pour x=o et par conséquent lorsque 
le module de x est le plus petit possible, elles ne seront 
jamais développables en séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x. 


487. Les dérivées des fonctions que nous venons de 
nommer deviennent infinies et discontinues en même 
temps que ces fonctions. S'il en était toujours ainsi, on 
pourrait, dans l'énoncé du théorème général, omettre la 
condition relative à la dérivée première; mais on n’a pas, 
à cet égard, une certitude suflisante. 


DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. — DÉFINITION. — PROPRIÉTÉS 
DE L'INTÉGRALE DE PREMIÈRE ESPÈCE, 


488. On nomme intégrale eulérienne de première es- 
pèce et l’on représente par B(p, q) l'intégrale 


(1) fre, 


o 


dans laquelle p et g désignent des nombres positifs. On 
verra, comme dans une autre occasion (460), que l’inté- 
grale précédente aurait une valeur infinie si p ou q était 
négatif, 


On nomme intégrale eulérienne de seconde espèce 


“ 
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l'expression déjà considérée (460, 463) 


( fe T h o 
r(r) = ciel abat! À— == dz. 
o o ( z 


489. L'intégrale de première espèce peut se mettre sous 
l’une des deux formes 


z 
2 


a Pi d 
F 2 + ts» AR » [ sin? "0 cos 1540, 
OPOLE E o 


VE yY de l < PERE R. 
en posant x = —— dans le premier cas, x= sin?’ ĝ dans 
+y 7 


le second. 


490. L'intégrale de première espèce est une fonction 
symétrique de p et de q; car si l’on pose x= 1 — y, on a 


B(p, 9) = f (1— 5)" y dy = B(g, p). 


On a donc 
(2) B(p, 4) = B(q, P) 
491. On peut diminuer d’une unité chacun des expo- 


sants p et q. Car, en intégrant par parties, on a 


PE foie (a as 
L/ 


ferc-errase 


ol —+)1 
= — æ(1— 2) +? farm ar P farc—apars 
q Je Je 


done, en prenant pour limites o et 1, 


2 
B(p +1,9) =7B(m g) — 7B +i 9), 


d'où 
ge 3 
(4) a i A re aih aada 
on aura de même 
q 
(5) DO A a T ET i 
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RELATIONS ENTRE LES INTÉGRALES DE PREMIÈRE ET DE 
SECONDE ESPÈCE. 


492. Toute intégrale de première espèce peut s’expri- 
mer au moyen de deux intégrales de seconde espèce. 
En effet, si dans l'intégrale T (p) on change x en 7°, 


on aura À 
ES 
u 


L 
On aura aussi T(q)= 2 i Ext LF 
o 


D pr 
donc r(p)r(q) = 4f f EE n aa DUO 
` o Jo 


Le second membre représente le volume compris entre 
la surface qui a pour équation 


z= e=-r xt y2P= 
et les plans coordonnés; en prenant des coordonnées 


polaires r et 0, ce volume sera encore représenté par 


Fr 
2 


J œ 
2 $ sin??— G cos’ 440 X 2 fh e" rP+ dr. 
o o 


Or le premier facteur est égal à B (p,q) (489), et le 
second à T (p + q); on a donc 

r(p)r(4)=B(p, 4)T(p+4) 
d'où 


(1) Bip gye NT, 


_T(p+39) 
493. Si dans le premier membre de l'équation précé- 


u 
dente on pose x= -—, on aura 
a 


ar~ a! a C(p+g) 
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d’où 
a 
(2) uP—1 (a — u)1- du = aP+—' r(p)r (9), 
ù o F r(p+ q) 
DA o T)= VT ce Th)E{i-p) = 2 Jerrel os dasnoix DT p 3204—37 
( 


44 JA NA 1H ity #29 
INTÉGRALES MULTIPLES QUI S EXPRIMENT A L'AIDE DES 


FONCTIONS I. 


494. La formule (2) est un cas particulier d'une for- 
mule plus générale au moyen de laquelle on exprime par 
des fonctions T l'intégrale multiple 


S S [erary y dedrds..., 


étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z,..., qui 
satisfont à l'inégalité 
ZT+y+z+...<a. 


En effet, soit, pour fixer les idées, l'intégrale triple 


a a—x a—r—y 
a= [ sed f par f 2 (a—x—y—2) dz. 
o Q o 


J'intègre d’abord par rapport à z, et j'ai pour résultat 


r(r)r(s). 


(a — z — y) FA 


Multiplions par y%~'dy et intégrons par rapport à y 
depuis y= o jusqu'à y= a— x, nous aurons 

| r(g)T(r+s) T(r)r(s) 
T(g+r+s) T(r+s) 


ere PAI) r(r)r (5). 
CT (acer #0) 


(a pr Fi ait 
ou 
Enfin, multiplions par x”-'dx et intégrons de x = o 


à x= a, il vient 


(1) A = aP+9+r+s—1 r(p)T(4) r (r) r(s). 
r(p+q+r+s) 
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Si dans cette formule on fait s—1, a=1, on aura 


tagai gii 2 T(p)r(g)r(r) 
SS Ser o Mr de T(p+q+r+i) 


l'intégrale étant prise pour toutes les valeurs positives 
de x, y, z qui satisfont à l'inégalité 
THY +iz< iI. 
495. De là on déduit la valeur de l'intégrale 


B= | f fra ardyas, 


étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z pour les- 

z\« ê z\7 dlii 
quelles la somme (2) + (3) + (2) reste inférieure 
ou au plus égale à 1. Car en posant 


E-e G= G= 


l'intégrale cherchée devient 


A | ARR PN E 
= Fff nf 7  dEdrdt, 
apy 


avec la condition £+n+£<1. Donc 


aa pa Lhe r (2) e(a) E) 
? ART A a 


APPLICATIONS À LA RECHERCHE DES VOLUMES ET DES 
CENTRES DE GRAVITÉ. 


196. La formule (2) permet d’obtenir le volume compris 
entre les plans coordonnés et la surface dont l'équation est 


Par exemple, en faisant « =b =7= 2, p=qg=r=:1, 
l'intégrale désignée par B (495) représentera le volume V 


du 8° de l’ellipsoïde dont les axes sont 2a, 2b, 2c. On 
II, 2° édition. 3 
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d’ailleurs (492, 471) 


i i - 
r(3) = à e dn = Vr; 
2 o 
rabc 
6 


497. Si l’on demande les coordonnées x,, y1, Z, du 
centre de gravité de ce volume, il faudra prendre la formule 


Va = $ [fee de, 


et l’on aura, en faisant «a—f=7=2, p=2, qg=r—=1, 


donc V= 


abe T(1)Tr($} _ zabe 


a OS 7e. NOUS AE |: 
d’où Ti =% a; 

1 à #4 3 3 
on trouverait de la même manière y, = 8 b, z= ge 


EXERCICES. 


4. Démontrer la relation 
ñn—1 


COCO 


n désignant un nombre entier ct positif. 


2 alles) I r(a)r (8) 

® f? (a FA Paith Ta+6) 
Tiux z 

3. y r sul Vi 

i f MP 
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QUARANTIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES 
ET DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


Condition d'intégrabilité et intégration dans le cas de deux variables, — 
Extension au cas d'un nombre quelconque de variables. — Équations 
différentielles. — Définitions. — Équations du premier ordre. — Sépa- 
ration des variables. — Équations homogènes. — Équations rendues 
homogènes. 


CONDITION D'INTÉGRABILITÉ DES FONCTIONS DE DEUX 
VARIABLES. 


498. Intégrer une expression différentielle de la forme 
Mdxz+Ndy+Pdz..., c'est chercher une fonction 
de x, y, z,..., dont cette expression soit la différen- 
tielle totale. 

Une différentielle relative à une seule variable a tou- 
jours une intégrale (I, 320); il n’en est pas toujours 
ainsi d’une fonction différentielle de plusieurs variables, 
et certaines conditions doivent être remplies pour qu'une 
telle expression soit la différentielle totale d’une fonction. 
En effet, siu— f(x, y), on a 


du du 

aa q% 

A o AN. 
dy dx ? 


mais si l’on désigne par Mdr + Ndy la différentielle 
totale de la fonction u, on aura 


du du 
M= I’ nr 
donc 
dM dN 
I panad R 
(1) dy dx 
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L'expression Mdx + N dy ne pourra donc être intégrée 
si cette relation n’a pas lieu. 


499. Si la condition (I) est remplie, Mdx--N dy sera 
la différentielle totale d'une fonction u. En d’autres 
termes, il existera une fonction u telle, que l’on ait 


En effet, cherchons, si cela est possible, une fonction u 
telle, que l’on ait 


(1) du = Mdz + Ndy. 


La fonction cherchée, devant avoir Mdx pour différen- 
telle par rapport à x, sera égale à Pintégrale de M dx 
augmentée d’une quantité o (y) indépendante de x, mais 
fonction de y; u sera done de la forme 


u = f Maz += +80) 


en posant v= fMar. 


Il reste à déterminer ‘) de manière que i =N. 
9 nes 


Or on a 
du dv dé A 
dy dy dy’ 
SA de de 
NN. 
d'où d À & 


f À d ; : 
On voit par là que N — “— ne doit par contenir +. 
dy 


On aura donc 


dx ii 
de de 
E R S di 
ou ne al 
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On retrouve ainsi la condition 


dN _ dM, 


de dy. 


si cette condition est remplie, on aura 


dv 
=[(s-2)4 
(7) Ji mit 
et, par suite, 


ao e= frea fleg)» 


EXEMPLE : 

SU ge z? r 
RTL rt a sjo 
dM 2y% dN 

Ta D r & 
«= fude+e(næte+ —— + (y), 
du _ dv dé aay =a des: 2 
dy dy dy {(z—y} dr (z—7} 
de 
— =1— =y7—lr +cC 
+ D: AT E, 
= atA +l- +C 
y 


EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


500. Soit 
Mdzx + Ndy + Pdz = du, 
c'est-à-dire 


M; r mt Br ; 

on aura 
du du du du du 
dT 5 d— de LP 


dy z dæ dz dz ? dz 
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ou bien 
dM dN dM dP daN aP 
(11) He rs — = — y — = — 
dy dx dz dx dz dy 


Telles sont les conditions nécessaires pour que la formule 
proposée soit intégrable. 


501. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, 
la formule proposée est intégrable. En effet, cherchons 
une fonction u telle, que 


(1) du = Mdz + Ndy + Pdz. 


Puisque la différentielle de u, par rapport à x, doit être 
Mdx, on aura 


u= fée ele) 0+ elr) 


en posant v = f Mdx. 
Maintenant il faudra que l’on ait 


DM g=P 
c'est-à-dire 
dv de de 
VUE vin 
i do do de dv 
ou bien a A ZE a 


de dọ ¿ š 
Or — et 0e doivent contenir que y et z, par hypo- 


dy 
thèse ; donc on aura 
dv dv 
L'an à Cu vs 


ou 
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En outre, la fonction ọ doit satisfaire à la condition 


de de 
d. — .— 
CNET à 
d ia dy s 
on aura donc 
de dv 
diN — — se es 
(x : ih a( z) 
dz T dy 
ou 
dN dP 
(3) TF 


Si les trois conditions (2) et (3) sont remplies, il exis- 
tera (499) une fonction ọ de y et de z telle, que 


do do 
z= TBA F, ak aak 
po (5 A TT (e a) g 
et l’on aura u=? + 0. 


502. La méthode précédente s'étend à un nombre quel- 
P q 


à é n(n—ı 
conque de variables. En général z(a) est le nombre 


des conditions nécessaires et suffisantes pour l’intégrabi- 


lité d’une formule, n étant le nombre des variables. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. — DÉFINITIONS. 


303. On nomme équation différentielle du n°" ordre 
une relation entre une variable, une fouction de cette 
variable et les dérivées ou différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu’au 7°" ordre inclusivement. 

Une équation différentielle du premier ordre à deux 
variables sera donc de la forme 


d 
F (» A z) =0. 


> d 
En la résolvant par rapport à 2 on aura une ou plu- 
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sieurs équations de la forme 


d 
Z =f (z, y) ou Mdr + Ndy =o, 


M et N étant des fonctions connues de x et de YF, 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. — 
SÉPARATION DES VARIABLES. 


504. L'intégration s'effectue immédiatement quand les 
variables peuvent être séparées, c'est-à-dire quand il est 
possible de mettre l'équation sous la forme 


g(x)dr = 4 (y)dy; 


free= frae 


C'est ce qui arrive si l'équation est de la forme 


Z = g(=)4(7): 


on aura 


on sépare les variables en écrivant 


dy 
z)dr = — 
aih (7) 
505. ExemrLes : 
i z" dx + y"dy = 0, 
z+ Dr 
ME as HET 
di dy = (y +a)dz; 
cette équation revient à 
dy. .__ dæ 
yra zx 
On en déduit I(y +a)=C—= 
: ig. 
ou yrasé  % 
3e ay dx = (a — x) (y — b) dy, 
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d'où PEG] gdt 


Y E AA 
On en tire 
z (a— a) = Cet, 


ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 


506. On peut encore séparer les variables lorsque 
l'équation 
(1) Mdz + Ndy = 0 
est homogène, c'est-à-dire quand M et N sont des fonc- 
tions homogènes et du même degré des variables x et y. 
On a, dans ce cas, m étant le degré de l’homogénéité, 


Ce) 


L'équation différentielle, divisée par x", devient donc 


(2) (2) de + 4 (Z) dy = 0. 


Si l’on pose 


=a d'où dy = æxdz + zdz, 


l'équation (2) deviendra, en divisant par æ [ẹọ (z)+ z4 (z) ], 


Se Ÿ(z) dz 
DEET Ja 
d’où 
ÿ(z)dz 
(3) we fe OETIOR 
507. ExempLes. — 1° 
(1) zdy — ydx = dz y +. 


Cette équation est homogène et du premier degré. En 
appliquant la méthode précédente, on la ramène d’a- 
bord à 

dæ dz 


z Vite 
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d’où l’on tire, en intégrant, 
Iz=1C(2+Vi+z), 
£ 
ou e a o 
z + yı +7 
ce qui donne, en remplaçant z par ? et en faisant dispa- 


raître le radical, 


(2) 2 = 207 + c. 
On parvient à l'équation différentielle (1) quand on ré- 
Fig. 110. sout ce problème : Trouver une 


courbe MNP telle, que le rayon 
vecteur OM soit égal au seg- 
ment OT compris entre lori- 
gine et le point où la tangente 
MT rencontre l'axe des y. D'a- 
près l'équation (2), cette pro- 
priété appartient à toutes les 
paraboles qui ont pour axe la 


droite Oy et pour foyer le point O. 


2° gdz + ydy = 2nydx. 
On trouve 
zdz 
iz +f —2n2+ 7 A 
ou Lz + — Don +e)+ [TE = C. 


Quand n = 1, on arrive à Péquation intégrale 


x 


(z— re T=c, 


o ai 
3 fre = = 


En différentiant, on a 


di ak 3y’`xzdy — y'dz 
Ja PRIT 


équation homogène dont l'intégrale est 
(2 — 27) = Cr, 
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4° (mx + ny)dx + (px + qy)dy = o. 
(p+gz)di 
On a + ft GUESS S> 


et l'intégration peut toujours s'achever. 


ÉQUATIONS QUE L'ON PEUT RENDRE HOMOGÈNES. 


508. On peut quelquefois rendre homogène une équa- 
tion qui ne présente pas ce caractère. C’est ce qui arrive 
pour l'équation 
(1) (a + mz + ny) dx +(b+ px + qy)dy =o. 

En posant 
c= ta, y =y +6, 
on a 


(a+ ma+n6+ mx +ny)dz +(b+pa+g6+pz+qr)dr. 


Il suffira, pour rendre cette équation homogène, de 
poser 
a+mat+n6—=0o, 
b+pa+qg6—=0; 
d’où l’on tire 
— bn— Le RS es Dm. 


7 mq— ap’ mq — np 
et il restera l'équation 
(2) (me +ny')dz + (ps + gy’) d =0. 


509. Cette transformation est impossible si mg—np=o. 


Dans ce cas, on a q = 2, et l'équation (1) devient 


m(a+ mzs- ny)dx +[mb+{mx+ny)p]dy =o. 


On pose mæ + ny = z; d'où Ma EE : il en 


résulte 


m (a + 2) de + (bm + pa) UE = 0 
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(bm + pz)dz 


(3) RÉ In MUR TA 


équation où les variables sont séparées. 

Si, en même temps que mg — np = 0, on ag =0, 
il faut que z ou p = o, et les variables se séparent immé- 
diatement. 


5410. L'équation (1) peut encore s'intégrer en posant 
a+ mz+ny=u, b+ pr + qy =”; 
d’où 
mdz + ndy = du, pdz + gdy = dv. 
Les valeurs de x, y, dx, dy, tirées de ces équations et 


substituées dans la proposée, conduisent à une équation 
homogène en u et v. 


EXERCICES. 
4. Intégrer équation différentielle 


(Hr) de t ET dy =o, 
SOLUTION. ’ 
ţ(y— r)i 27 + (V13 —3) 177 _ 
mar (ele) i 
2. (3»7°x+ 22) dx + y° dy = 0. 
SOLUTION. 
y H= Cyr +97. 


ET 4 
3. ay dy —y'dz =(z+yfe * dg. 
SOLUTION. 
P 
(x+y) = = ae": 
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Dn 
Qt 


QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 


SUITE DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE. 
Équations linéaires. — — Équations qui se ramènent aux équations linéaires. 
— Problème de de Beaune. — Problème des trajectoires. — Équations 
du premier ordre et d’un degré quelconque. — Cas où l'équation ne 


renferme pas explicitement les variables ou l’une des variables. — Cas 
où l'équation peut être résolue par rapport à l’une des variables. 


ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


511. On appelle équation linéaire du premier ordre 
une équation de la forme 


(1) T'+Pr=Q 


dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. Pour 
l'intégrer on pose 


y = uzi 
d'où l’on tire 
dz du 
(2) uZ +(+): = 


On peut prendre à volonté un des facteurs de y: 
posons donc 


(3) = +Pu= o. 
L'équation (2) se réduit à 
(4) u Ž= Q. 
L'équation (3) donne 
= = — Pdr, d'où lu = — f Pas, ou u—e"fPér, 


On n’ajoute pas de constante à cette intégrale, parce 
Bo - P ‘ grale, p 
pi suffit qu'une valeur particulière de u satisfasse à 
l'équation (3). 
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En remplaçant u par ef°#* dans l'équation (4), on aura 


Z Qeri, d’où e= f Qerude+c, 


el, par conséquent , 
y = ef Pdz ( focsrear+ c) 
512. Exempzes. 


d 
1° y =», 


Jr =e té ( fear +c) ; 


ou 
y =e + — 3x + 6xz—6. 
a a+) Ÿ ay a. 
Ici 
— x xi 
EEE TAA fre fZ = =lVit+z; 
donc F=NI+ zx Bie . 
(1+ a1} 
Mais e. A D E A 
(1-2)? Vi+z 
donc 


ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


513. On ramène aux équations linéaires les équations 
de la forme 


d 
A + Py =y, 
d 
ou sZ +Pr = Q. 
in 
En effet, si l’on pose -1 z =Z, d'où y"dy = dz, on 
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aura l’équation linéaire 
dz 


g tr) Pz=Q. 


514. On peut encore opérer directement sur l'équation 
proposée comme on l’a fait au n° 511. En posant y = uz, 
on aura 


dz du 
RES +z (z +Pu) = Qez, 


équation qui se partage en deux, 
du 


— P +u = 0, 


dz 
Te TENET. 


On en tire 
d: 


z 
u= ePi, == Qel=m)SPd: dr, 


s= (in) ( fone c), 


et enfin 
JT" = (x 2, n) etn—1)JPés ( fac-vreas+c). 


515. On peut obtenir l'intégrale générale de l'équation - 
dy 
(1) LL +rP7=QPFR, 
quand on en connait une intégrale particulière. Soit u 
une fonction qui satisfasse à cette équation sans renfer- 
mer de constante arbitraire. Posons y = u + z, il vient 
S + +Pu+Pi= Qu? + 2Q uz + Q? +R: 
mais on a, par hypothèse, 
du 


ss +Pu= Qe +R; 
l'équation (1) se réduit donc à 
(2) + (P—2Qu):= Qr, 


qu'on sait intégrer (513). 
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Par exemple, l'équation 


dy 


dæ 


+Py= Qy’ +i + Pr — Qa? 


est satisfaite par y = Z et se ramène à l'équation 


dz 
TEA + (P — 2Qx) z — Qz. 
Si l'équation renfermait une puissance de y supérieure. 
à y*, la même substitution ferait disparaitre R , mais elle 
introduirait de nouvelles puissances de z. 


PROBLÈME DE DE BEAUNE., 


516. Trouver une courbe telle, que la sous-tangente 
soit à l’ordonnée comme une ligne constante est à la 
différence entre l'ordonnée et l'abscisse. 

L'équation différentielle de la courbe est 


ou ——-V=—-7, 


équation linéaire et du premier ordre. En appliquant la 
formule du n° 11, on trouve pour son intégrale 


La 


y=zxz+ a+ Ce". 
Cette équation se simplifie quand on prend pour axe 
Fig: 1u. des x’ la droite qui a pour équa- 
tion 
J=rz+a, 


en conservant le mème axe des y : 
les formules de transformation 
sont dans ce cas 
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et l'équation de la courbe devient 


x 


y" = CetV?. 
PROBLÈME DES TRAJECTOIRES. 


317. Trouver une courbe qui coupe sous un angle 
donné toutes les courbes renfermées dans l'équation 


(1) Es Pal os 
a étant un paramèlre variable. 
Fig. 112. Soient x et y les coordonnées 
d / /® du point M commun à l’une des 
dm. 


courbes AB et à la trajectoire 
-—ÿ# CD, m la tangente de l'angle 
donné, enfin T’et T les angles 
que les tangentes à la courbe AB 
et à la trajectoire au point (x, y) 
font avec l’axe des x; on a 


tang T — tang T’ 


4 Mo 1+ tangT tang T” 


dF 
! dy dz 
Mais tang T' = FM agt == dF’ 
dy 
done 
dF dF 
dy de a era 
Mb ie ar] T a tt” 
| dy, dy 
ou encore 
3 'dF dFdy\ _ dF _ dF dy 
(2) m (r dx dx 7 dx dy dx 


L'élimination de a entre les équations (1) et (2) donnera 
l'équation différentielle du lieu. 
IF, 2° édition. 4 


http://rcin.org.pl 


d0 COURS D'ANALYSE. 
518. Soit, par exemple, 
x" = axP. 


On aura 


r \ 


m | ny"™ + apzP— i + apxP—' — ny”— y =0: 
( dx dx 


Si l’on élimine a, après avoir multiplié la dernière équa- 
tion par x, on aura, en divisant par y"-", 


2 m (nepr D) ne L + py = 0 
dx dx A 


dy 
ou (mpy — nr) FA + mnz + py = 0, 


équation homogène que l'on sait intégrer. 

En particulier, si l’on suppose n = p = 1, c'est-à-dire 
si lon demande les trajectoires des droites représentées 
par l'équation 

Ear, 
l'équation différentielle sera 
q 
m (zdz + ydy) + y dx — xdy = 0; 


divisée par x? + y° et intégrée, elle donne 
P J sree, 
1 y 
mi(z*-+ y?) = arctang- + C, 
z£ 


et, en prenant des coordonnées polaires, 
8+C 9 


mir=0+C, ‘où r—=e T —=ce" 


Donc les courbes qui coupent sous le même angle toutes 
les droites menées par l’origine sont des spirales logarith- 
miques semblables, ayant cette origine pour point asymp- 
totique 

519. Le problème des trajectoires se simplifie quand 
l’angle donné est droit. Dans ce cas, les trajectoires sont 
dites orthogonales, et l'équation différentielle résulte de 
l'élimination de a entre les deux équations 


dF dF 
F(z, J,a)=0, AT eo. 
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Ainsi, dans l'exemple du n° 548, il faut éliminer a 
entre les équations 


d # 
J"= ax}, ny"—'-¥ paz?—' = = 
ce qui donne Péquation 
dy 
nz + py j; =% 
dont l'intégrale est 
næ + py’ = C. 


Suivant que n et p seront de mème signe ou de signes 
contraires, cette équation représentera une infinité d’el- 
lipses ou d'hyperboles semblables et concentriques. 

Si l’on se proposait de chercher les trajectoires ortho- 
gonales des courbes données par l'équation 


ne? + py’ =C, 
on devrait évidemment retrouver les courbes 
"= ar 


dans lesquelles a serait une constante arbitraire. 


ÉQUATION DU PREMIER ORDRE ET D'UN DEGRÉ QUELCONQUE. 
— CAS OU L'ÉQUATION NE CONTIENT PAS EXPLICITEMENT 


E R y Y- 
520. Soit 
dy` 
F(z, J z) ts 


ou, en posant 2 =p, 


F (z, y, p) =0 
une équation différentielle du premier ordre et d'un degré 


quelconque par rapport à A S'il est possible de la ré- 


M: . A 
soudre ar rapport a 2 on aura une ou lusieurs equa- 
dx 


tions du premier degré que l’on tàchera d'intégrer. 


€ 
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321. Si l'équation se réduit à 
F(p)=0, 
et qu'on puisse la résoudre par rapport à p, on aura 
plusieurs valeurs de p : 
PNR Ed DR. 
de là les solutions 
year, J=r2 Ci 
comprises dans l'équation unique 
(y — az — C) {y — ax — C') ( y — «” x — C")... = 0. 
On ne diminue pas la généralité de cette intégrale en 


admettant que la même constante arbitraire C entre dans 
tous les facteurs; léquation précédente peut alors s'écrire 


ou bien F (=) S0 
T 


résultat qu'on obtiendrait encore en éliminant z entre les 
équations 
F(a)=0, y=az4 C. 


Exemple. (2) —a&@& = 0, 
y C\? 
on aura (2 ra ) = g o 
d’où y=+Eax+cC. 


ÉQUATIONS QUI NE RENFERMENT PAS L'UNE DES VARIABLES. 


522. Supposons maintenant que l'équation différen- 
tielle ne renferme pas y et qu’elle soit de la forme 


d. C4 

he $ . dy A 

Si l'on peut la résoudre par rapport à gp en urer 
d 
Z =/f(2), 
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où aura y= ft) dx, et le problème sera ramené à 


une quadrature. 


ExEMPLES. 
d ? 
p% (2) — axr = 0. 
On en tire 
dy — 
-— =+ * 
dx + Var 
y= f Varde = + 3 «Var +, 
ER). qe 
ou (y — CF — = ax = 0. 
9 
2° Le —(a+2)Ÿ + ar =o. 


d'où les deux solutions 
y= ait C, >= = +C. 
523. Si l'équation ne peut pas être résolue par rapport 


à p, mais qu'on la puisse résoudre par rapport à x, on 
aura 


0 Le Na æ=f(p}, 
d’où dy = pdz = pd.f(p), 
y= fraso), 
ou 
(2) y=pflp)— ffp) +6; 
on aura l'intégrale en éliminant p entre les équations (1) 
et (2). 


524. Si l'équation différentielle ne contient pas x et 
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qu’on puisse la résoudre par rapport à y; on aura 
Le __d.f{p) __f'(p)dp 
y=f(p})} dx= M ES à 
d'où SEE J Ze dp+C. 


CAS OU L'ÉQUATION PEUT ÊTRE RÉSOLUE PAR RAPPORT A 
L'UNE DES VARIABLES. 


925. Si l'équation contient +, y et p, et qu’elle puisse 
se résoudre par rapport à l’une des variables, y par exem- 
ple, en sorte que l’on ait 


y=f(x, p), 
on aura 
\ 2 À df 
dy ou pdr — EP dx + 2 P 


Si l’on peut intégrer cette équation, qui est du premier 
ordre et du premier degré, la relation cherchée s’obtien- 
dra en éliminant p entre l'équation intégrale et l’équa- 


tion y=f(x, p). 
526. Prenons pour exemple léquation 
(1) y=zf(p)+9(p) 
qui ne renferme x et y qu’au premier degré. On a 
pdz =zf'(p)dp +f(p) dz + #'(p)dp 
de M AD E a RAR) 
de f(P)—P S\P}—P 
équation qui donne (511) 
== | '{p) 'f' (p) dp 
AER S(Pp)—pP Je ? IPEP 4 +el 
og ÿ NET à 
En éliminant p entre les équations (1) et (2), on aura 
l'intégrale demandée. Ordinairement cette élimination 


n’est pas praticable, parce que l'équation (2) contient des 
fonctions transcendantes de p; mais alors, en donnant à p 


ou 


http://rcin.org:pl 


QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 55 
une suite de valeurs arbitraires, les équations (1) et (2) 
détermineront les valeurs correspondantes de x et de y. 


527. Quand f (p) = p, l'équation (2) devient illusoire. 
Mais dans ce cas l'équation (1) se réduit à 
(2) y=pz + (p), 
et en différentiant par rapport à p, on aura 

pdz = pdz + ædp + y (p) dp, 

d’où dp{z++(p)] =. 

Cette équation peut être satisfaite de deux manières : 
1° en posant 

dp = o;i d'où p—=cC, 

et, par suite, 
(8) y=Ce (0); 


2° en posant 


(1) z+g(?)—0, 
d’où, en éliminant p entre (æ) et (y), on aura 
(9) y=f(x) + e[f(x)} 


relation qui ne contient aucune constante arbitraire et 
qui n’est pas comprise dans la solution (5) en donnant 
à la constante une valeur particulière. 
C'est ce que l’on nomme une solution singulière. 
528. Les droites représentées par l'intégrale 
y =Cz + ọ{C) 
sont tangentes à la courbe (9). En effet, si Pon prend sur 


la courbe un point (x, y) correspondant à une valeur ar- 
bitraire de p, on a 


e PE NP = 
A P Hiet e(r) TP 
Donc, en donnant à p une valeur quelconque C, on a 


pour ce point de la courbe y= Cx + ọ(C) et gug C; 
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Donc la tangente en ce point est la droite qui a pour 
équation y= Cx +o(C). e 


529. Nous avons dit que la deuxième solution ne pou- 
vait pas être déduite de l’intégralé générale en donnant à 
Ja constante une valeur particulière. Cela suppose que 


o'(p) n’est pas constant. Si ọ'(p) était égal à une con- 
stante b, on aurait 


z+b=0, 
solution comprise dans l'intégrale générale en y faisant 
C= et u lé 
EXERCICES. 
dy 
qS poln K a 
SOLUTION. 


y =E = a — h — 3.4.2 — 2.3.4x — 1.2.3.4. 


2. Trower les trajectoires orthogonales des cercles inscrits dans 
un angle droit. Trouver Pasymptote sans intégrer. Prower que les 
trajectoires sont des courbes semblables. 


3. PT PR 


Sozuriox. Équation qui résulte de l'élimination de p entre les 
équations 


Y=(t+p}r+p, r=a(t-p)+Cer. 
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 


SUITE DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


Existence de l'intégrale d’une équation différentielle du premier ordre, — 
Existence d’un facteur propre à rendre intégrable le premier membre 
de l'équation. — Détermination de ce facteur. 


TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE 
ADMET UNE INTÉGRALE. 


530. Toute équation différentielle du premier ordre 
dy 


Le =/f(x, y) ou Mdr + Ndy=0 


admet une intégrale contenant une constante arbitraire, 
c'est-à-dire qu'il existe toujours une équation contenant 
x, y et une constante arbitraire telle, qu'en la différen- 
tiant et éliminant la constante, on retrouve l'équation 
proposée. 

En effet l'intégration de l’équation proposée consiste 
à trouver une fonction de x, désignée par y, telle, que sa 
dérivée soit égale à f (x, y), ou, en d’autres termes, telle, 
qu’en donnant à x l'accroissement infiniment petit dx, 
l'accroissement correspondant dy soit égal à f(x, y) dx. 
Puisque l'équation différentielle dy = f(x, y) dx ne 
détermine que l’accroïssement de y, on peut se donner 
arbitrairement la valeur de y pour une valeur particu- 
lière de x. Si l’on prend y =b pour x=4, f({a,b)h 
sera l'accroissement infiniment petit de y lorsque x pas- 
sera de la valeur æ à une valeur infiniment voisine a+ A. 
De même, si l’on pose 


a+h=a et b'=b+f(a, b)h, 


f(a, b')h sera l'accroissement de y lorsque x passera 
de a' à a'+ h. En continuant ainsi à faire croitre x 
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par degrés insensibles jusqu'à une valeur quelconque, 
l’équation différentielle déterminera les accroissements 
successifs de y, de sorte que la valeur de y correspondant 
à chaque valeur de x sera complétement déterminée. Par 
conséquent y sera une certaine fonction de x, et cette 
fonction dépendra nécessairement de la constante arbi- 
traire b; ce qu’il fallait démontrer. 


IL EXISTE UN FACTEUR PROPRE À RENDRE DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE LE PREMIER MEMBRE D UNE ÉQUATION DU PREMIER 
ORDRE. 


531. On vient de démontrer que l’équation différen- 
tielle 
(1) Mdx + Ndy = 0 
admet toujours une intégrale contenant une constante 
arbitraire C. Cette équation intégrale, résolue par rapport 
à C, prendra la forme 
(2) u=C, 
u étant une fonction de x et de y qui ne renferme pas C. 
On tire de l'équation (2) 


du 
Fi à FE, 
D dr +° T dr=o d'où mi U 
dy 
Or l'équation (1) donne AE  3 On doit donc avoir 
dx N 
du 
d M 
(3) HT w 
dy 


Cette équation doit être identique, car s'il en était au- 
trement elle établirait entre les variables une relation 
en vertu de laquelle y serait une LPe de x sans con- 


>; t 
— nen contiennent 


stante arbitraire, puisque M, pe E pa 
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pas. Or, à cause de l'équation u= C, y doit dépendre de x 
et de la constante C. 
L’équation (3) peut être mise sous la forme 


du du 
de. y 
— ==,» 
M N á 
en désignant par # chacun de ces quotients. On tire de là 
du du 
de = P, dy = Ne; 
donc du = v(Mdxr + Ndy). 


Ainsi, il existe toujours un facteur v, fonction de x 
et de y, propre à rendre le premier membre de l'équation 
une différentielle exacte. 

Quand on saura trouver ce facteur et l'intégrale u de la 
différentielle totale »(M4x + N dy), u =C sera l'inté- 
grale de équation (1). 

532. Il existe une infinité de facteurs propres à rendre 
le premier membre de l'équation (1) une différentielle 
exacte. En eflet, si nous multiplions les deux membres 
de l’équation 

p (Mdr + Ndy) = du 


par une fonction quelconque de u, ọ (u), il vient 
vg(u) (Max + Ndy) = œo(u) du = d fy (u) du. 


Ainsi le premier membre de l'équation est encore une 
différentielle exacte et le facteur vọ (u) jouit de la même 
propriété que le facteur p. 


ExEmPLe. ædy — ydx = o. Cette équation donne 
dr = =. d'où y= C7: ou I =C=u. 
F T x 
Le facteur le plus simple qui rend xdy — ydx une dif- 


rre 1 
férentielle exacte est donc —: Tout autre facteur est de la 


æ< 
forme = ọ (2) . 
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2: ARE 
Ainsi ọ (u) = u donne le facteur — et l’on a 
T 


aydy = y'dz q EI 
w? MER: 
I 1 
ọ (u) = : donne le facteur v 
d dx 
et = —d.12; 
r z + 
1 1 
= — l ESS Her 
ọ (u) -5 donne le facteur EEE 
dy — yd. a 
et a das =. arc tang Č. 
a+ 7! x 


533. Réciproquement tout facteur V propre à rendre 
Mdx + Ndy une différentielle exacte est de la forme 
vọ (u). En effet, soit 

V(Mäx + Ndy) — dU: 
on a v(Mdz + Ndy) = du; 


donc dU = 14 du. 


Cette relation entraîne les suivantes : 


JU:  Vdu  dU  Vdu 


(1) Led. & 1% 


Soit u= f (x, y). Si l'on tire de cette équation la va- 
leur de y en fonction de u et de x et qu'on la porte dans 
la valeur de U, on aura 


U—=%y{u, x). 
Différentiant cette équation, il vient 


dU _dy du dy 
dz du dx dx 
dU _ dy du 
dy dudy 
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En ayant égard aux relations (1), ces équations donnent 


o MN AA SA 
du v FR 
Cette dernière relation montre que x n'entre pas expli- 


à 5 $ EET : 
citement dans la fonction 4. Donc Y et par suite phi ou 
tt 


V . , 
— sont des fonctions de u, et l’on a 
p 


ou 
(2) V= vo{u); 
ce qu’il fallait démontrer. 


534. On peut encore établir ce théorème de la manière 
suivante : 

Pour que l'équation différentielle soit satisfaite, il faut 
que xet y varient de telle sorte, que l’on ait u = C ; on 
aura alors du = o et par conséquent dU = o à cause de 


la relation dU = Ë du. Il suit de là que U devra toujours 


conserver la même valeur tant que w conservera aussi 
sa valeur C, ce qui ne pourrait avoir lieu si u étant mise 
sous la forme Y (u, x), x restait explicitement dans la 
fonction. 

Le principe sur lequel repose cette seconde démonstra- 
tion peut être généralisé : u, U, q étant des fonctions d'un 
nombre quelconque de variables, si l’on a AU = qdu, 
ou aura U =ç (u) ; car en éliminant une de ces variables, 
x£ par exemple, on pourrait écrire 


U Spm rs yeis): 


Or, pour toutes les valeurs de x, y, z,... qui conservent 
à u une valeur constante, on a du =0o et, par conséquent, 
dU— o, ce qui ne pourrait avoir lieu si y, z,... entraient 
dans la fonction 9. 
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535. Si deux facteurs V et v rendent différentielle 
exacte l'expression Mdx + Ndy, leur rapport égalé à 
une constante sera l'intégrale de l'équation 

Max + Ndy = 0. 
Car de L où ọ(u)}=C 


on tireu=c. 
DÉTERMINATION DU FACTEUR , 


536. La condition nécessaire et suffisante pour que 
v (Mdx +N dy) soit une différentielle exacte est 
d.vM d.oN 
dy Fs dx 


s 


? 


ce qui revient à l'équation 
dv dv (S T) 
= # À . 


dy dr 

Quoique cette équation soit en général aussi difficile à 
résoudre que la proposée, elle peut cependant dans quel- 
ques cas servir à trouver le facteur v : 


1° Si y ne doit APR que d’une seule var iable, x par 
exemple, on a I= o, et l'équation (1) se réduit à 
; dM daN 


(2) vd NN 


Par hypothèse, le premier membre ne dépend que de x; 


donc on doit avoir 
dM dN 


dy dx 
D = Sa). 
Cette condition est suffisante; car si elle est remplie, on 
satisfera à l'équation (2) en prenant 
p= elI e)a, 


Le calcul est plus simple si Pon suppose N = 1, c'est- 
à-dire si l'on met l'équation proposée sous la forme 
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dy + Mdzx = o, ce qui est permis. On a, dans ce cas, 


dM 
dy —=f(z)=P, 
d’où M=Py +Q. 
L’équation devient 
dr 
Pr + Pr +Q—=o. 


I! sufit donc, pour rendre cette équation intégrable, de 
la multiplier par ef", On a 


ePi D + pyefPés + QefPd = 0; 
d'où (499) ePéy + f Qes Pidde =C. 


C'est le cas de l'équation linéaire (511). 
2° Si le facteur v est de la forme XY, X étant une 
fonction de x, et Y une fonction de y, on a 
dv dX do dY 


Prat NT tt 2 


EL dY _dM dN 
Xdx  Ydy dy & 
dx dY 
Or ge = 2 (2) yg = 4 O): donc 
aM dN 
Se EVE (z)— }. 
a = = Nels)— M) 


Si cette condition est remplie, on aura 
x ed y SO 
537. L'emploi du facteur v redonne les méthodes pré- 
cédemment exposées : ainsi la séparation des variables 


dans l'équation 
XYdr + X\Y,dy — 0, 
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où X et X, désignent des fonctions de x, et Y, Y, des 
fonctions de y, ges à multiplier l'équation proposée 


par le facteur —— E FT 


La transformation employée dans l'intégration de l’é- 
quation homogène revient aussi à la détermination d'un 
facteur qui rend le promier membre intégrable. En ellet, 
l'équation (3) du n° 506 n’est autre chose que l'équation 
proposée divisée par x"+![@ (z) + z4(2)]. En rempla- 
çant z par 2 x"9 (2) par M, x" (2) par N, on voit 
que le facteur v est, dans ce cas, 


I 
7 Mz+N y 
M dx + Ndy 
Mz+Ny 
alors une différentielle exacte. Il suffit, pour cela, de dé- 
montrer que 


Il est d’ailleurs facile de vérifier que 


M N 
D , PRE Es 
Mz+Ny _ Mz+Ny 
dy ye dx 


Cette équation revient, après quelques transformations, 
à la suivante : 


ve, M) fan, AN), 
QE nt 2 ait rt 
ou NM — NMm = 0, 


car les fonctions M et N étant homogènes et de degré m, 
on a identiquement (I, 178) 


dM dM dN dN 
z— +y — =Mm, RAR NT NE 

Si le premier membre de l'équation homogène est déjà 
une différentielle exacte, on pourra prendre pour premier 


+ Leur rapport, égalé 


1 
facteur 1 et pour second irai 
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à une constante, donnera l'intégrale qui sera, par consé- 
quent, 
Mr+Nyr=c. 


EXERCICES. 


£. aydz + bxdy + 2" y" (cydz +-exdy) = o. 

Sozuriox. Le premier binôme devient intégrable lorsqu'on le 
multiplie par æ*! 3?-! ọ (x"y*), et le second par za y(t). 
On peut déterminer les fonctions » et 4 de telle sorte que ces deux 
facteurs soient égaux. 


2. Trouver le facteur d'intégrabilité de l’équation 
{x+ y) dx + dy = o. 

SOLUTION. AA TT 

3. Trouver le facteur d'intégrabilité de l'équation 


(1— 2 y)dr+zx(r —-x)dy =o. 


1 
SOLUTION. = 
æ 


II. 2° édition. 5 
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D 


QUARANTE-TROISIÈME LECON. 
SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES. 


Comment elles se dédnisent de l'intégrale générale. — Solutions singu- 
lières obtenues au moyen du facteur qui rend intégrable le premier 
membre de équation. — Exemples de solutions singulières. — La 
solution singulière est l'enveloppe des courbes représentées par l'équa- 
tion intégrale. 


COMMENT LES SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS A 
DEUX VARIABLES SE DÉDUISENT DE L INTÉGRALE GÉNÉ- 
RALE. 


538. Soit 
dy 
-(1) Mdr+ Ndy—o ou a S r) 
une équation différentielle et 
(2) Fin c)=0 


son intégrale. Différentions cette dernière équation par 
rapport à x; nous aurons 


dF 
dy dæ 
(3) de dE 
dy 
Si Pon élimine c entre cette équation et la précédente, 
dF 
on doit obtenir l’équation (1), ce qui exige que s de- 
dy 


: P ; , M 
vienne identique à x gand on remplace dans ce quo- 


tient c par sa valeur tirée de l'équation (2), et cette 
élimination conduirait encore à une identité, lors même 
que c serait une fonction de x et de y. 
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339. Cela posé, je dis que si l'on connaît l'intégrale 
F (x, y, c) =o d'une équation différentielle, on peut 
déterminer les solutions singulières de cette équation. 
Soit 
(4) (7, y)=0 j5 
une solution singulière, c'est-à-dire une équation qui 
satisfasse à l'équation (1), mais qui ne puisse se déduire 
de l'intégrale générale en attribuant à la constante une 
valeur particulière. On peut faire rentrer l'équation 
ọ (x, y)=0 dans cette intégrale, en y remplaçant c par 
une fonction convenable, car il suffit de poser 


(5) F{z, 7; c)=e(z, 7); 
d’où l’on déduit la valeur de c en fonction de x et de Fs 
Cette valeur étant déterminée, si l’on différentie l’équa- 
tion (2) par rapport à x, on aura 

aF dF dy dF de 

F7 Sal AE DIEM a 
d’où l'on tire 


0; 


dF dF 
(6) dde de de, 
dx dF dF dz 

d á dy 


L’'élimination de c entre les équations (2) et (6) doit 
conduire à l’équation 1 = f (x, y). Donc l'équation (6) 
dF 
se réduit à D f(x, y). Or + se réduit à f(x, y) 
dy 
quand on remplace c par sa valeur tirée de l'équation 
F (x, y, c) = o (538); donc on doit avoir 


s dF 
(2) re 
7 ZF e Fe i. 
dy 
équation à laquelle il faut joindre F (x, y, c) = o. 


5: 
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Le système de ces deux équations se ramène aux deux 
suivants : 


dF 
AA de 
r: me 2) 7x = 0 
(1) de qu) {2€ 
F(z, y, €) —0, | dy 
F(z, y, c)= 0, 


Or le premier système donne c= une constante, et. 
ar suite, on retombe sur l'intégrale générale. 
P S 
Le second se partage en deux : 


a, 
(111) mi a 2 (IV) (S dd — 
l F(x, Tac) =", F(z, y, c)=0. 


En éliminant c entre les deux équations de chaque sys- 
tème, on obtiendra les intégrales singulières de l'équation 
proposée, pourvu qu'on omette les valeurs de c qui 
rendent simultanément nulles ou infinies les deux fonc- 


de 


k 5 F S) D ; 
se présenterait sous la forme illusoire s=°0u——0; il 


A dF dF sa : ° 
tions ——> g pegue Ja première des équations (II) 


faudra aussi rejeter les solutions qui rentreraient dans l'in- 
tégrale générale en attribuant à c une valeur constante. 
Ainsi, on obtiendra les solutions singulières d'une 
équation différentielle du premier ordre en éliminant 
la constante entre l'intégrale générale et sa dérivée par 
rapport à la constante égalée à zéro, ou bien entre cette 
méme intégrale et sa dérivée par rapport à y égalée à 
linfini. 
540. Quelle que soit la forme sous laquelle se présente 
l'équation intégrale F (x, J: c) = o, l'application des 
règles précédentes doit toujours conduire aux mêmes 
dF 


“de 
solutions. En effet, le rapport — TE 


dy 


restera toujours lemème 
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quand on éliminera c au moyen de l'équation F= 0, 
quoique chacune de ses dérivées change quand on trans- 
forme cette équation. Car en regardant y comme une 
fonction de c, on a 


dF 
de _ dy 
dE de’ 
dy 


valeur qui sera toujours la même, quel que soit F. Ainsi, 
lorsqu'une transformation de l'équation F (x, y, c) = o 


á - AS sc: EE 
fera perdre des solutions à l'équation — 


= 0, elle les fera 
de 


acquérir à l’autre équation — = +. 


dy 
SOLUTIONS SINGULIÈRES DÉDUITES DU FACTEUR QUI REND 


INTÉGRABLE LE PREMIER MEMBRE DE L’ ÉQUATION. 


541. Si l’on met l'intégrale sous la forme u — c = 0, 
on aura 


dF 

F ridh 
ITT 
dy 


Ainsi toutes les solutions singulières seront données par 
Ye é I O r 
l'équation Ze = © Mais dy. 7 œt/autre que le facteur v 
dy Ñ 

par lequel dy— f (x, y) dx devient une différentielle 
exacte (531). Donc l'équation 

I 

-=0 r= 

o 


contient toutes les solutions singulières. 


EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIÈRES. 
542. 1° 
zdz + ydy = dy (æ + y°— æ. 
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Divisons par VE + — ai, il vient 

dy = dar à N 

VE + — a 
dont l'intégrale est 


J+c= Vz + y — at, 


ou 207 + C+a— rx —0; 


=d. yr —e, 


on aura donc 


2 u SE 20c =09 

rie — Iy c =o 0 r aa A e x 

de hu dy 

Cette dernière ne conduiraitqu’à la valeur illusoirey= + . 
La première donne c = — y, et, par suite, 


V+ — a = 0, 
solution singulière. Cette solution, qui représente une 
circonférence, n’est pas comprise dans l'intégrale géné- 
rale, puisque celle-ci représente une suite de paraboles. 


Comme le facteur v est 


=> 0n voit bien que 
+ y — a? 
la solution singulière correspond à v = œ . 
543. 2° Trouver la courbe dont la normale a une 
longueur constante. 
L'équation différentielle est 


d 2 
(1) PrI =a, 
d’où dz = A: PR 
v= r 


et, par suite, 
(2) (zx—c} Hy =a, 


équation d’un cercle. Pour avoir les solutions singulières, 
il faut poser 


dF 
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et, par suite, 


(3) PER 
On obtiendrait encore cette solution en égalant à Pin- 


fini le facteur 


I j A pee 
= par lequel il faut multiplier lé- 
quation proposée pour séparer les variables. 

Il est à remarquer que les deux droites représentées 
par l’équation (3) sont tangentes à toutes les circonfé- 
rences que représente l'intégrale générale (2). 


544. 3° Trouver une courbe dont les tangentes soient 
à une distance constante a de l’origine. 
L'équation de la tangente menée par un point quel- 
conque (x, y) de la courbe, étant 
Y—r=p(S—7) 
l'équation différentielle du problème sera 
y— Pz 
vi+p 


ou 

(1) r=pr+ayi+p. 

En différentiant par rapport à x, on a 

o=p(s+ E), 

Vi+r 

équation qui se décompose en deux 

dp=0, x + P o. 

Vi+r 

La première donne p = c, d’où 

(2) 7 =cr+aVi+e. 


La seconde donne 


3 van LP = 
(3) 5 
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cette valeur étant portée dans l'équation (1), il en résulte 


a 
(4) y= =; 
1+p 
élevant au carré et ajoutant les équations (3) et (4), 
(5) a+ y°= a, 


La solution générale (2) représente une infinité de 
droites, et la solution singulière (5) une circonférence à 
laquelle toutes ces droites sont tangentes. 


545. 4° 
(1) Z= 


Les variables se séparent immédiatement et l’on trouve 
pour l'intégrale générale 


(2) (y — a)" — (1— nr) (zr — c) = 0. 

Pour obtenir les solutions singulières, on posera 
dF 
ar 1 > nue 
Fa E rey = pe RS = 0, 
dy 

d’où l’on déduit, en supposant z> 0, 

(3) =: 


Cette équation représente une solution singulière si z 
est < 1, car on ne peut pas déduire y = a de l'intégrale 
générale. Si z est >1, y =a n’est plus une solution 
singulière, puisque l’équation intégrale étant mise sous 
la forme 
1 


(1— a) (7 — a} a, 


on obtient y =a en faisant c = œ . Enfin, si n= 1, 
l'intégrale générale est y — a = ce*, qui devient y = a 
pour c = 0, et il n’y a pas non plus, dans ce cas, de solu- 
tion singulière. 

On verra facilement que l'hypothèse z < o ne donne 
aucune solution singulière. 
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546. 5° Trouver une courbe telle, que le produit des 

perpendiculaires abaissées de deux points fixes F et F' 
sur la tangente soit constant et égal à b°. 


Fig. 113. Prenons pour axes la 
re jt droite FF’ et une perpendi- 
| Æ True j culaire élevée par le milieu 
A] | ji \ de cette ligne. L’équation 
+, de la tangente est 
TE 


Y—y=p(X—+) 
ads et par suite les perpendicu- 


laires abaissées des points 
donnés sur la tangente seront, en désignant OF par c, 


=, pr"; 


Vi+r: Vi+p 


{ Sg 2 me? 
Ep me 202 LT, d'où 
Ip 
(y — pr} = b + (b + e), 
et, si l'on pose b? c° = a*, 


on aura done b° = 


(1) I =PEI + VE + ap}, 


équation d'une forme connue (527). En la différentiant, 
on aura 


ap 
(2 o= dp | z + -= 
| 7 ( VE + 35) ; 


ce qui donne d’abord dp =o ou p = constante = m. 
L'intégrale générale est donc 


(3) y = mx + Van b. 
On satisfait encore à l’équation (2) en posant 
ap 
z£ -+ -n = 0. 
(4) Vb =+ ap? 


En éliminant p entre les équations (1) et (4), on aura la 
solution singulière 


(5) += 
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équation d’une ellipse qui a pour tangentes les droites 
représentées par l'intégrale générale. 


547. 6° Trouver une courbe telle, que la portion de la 


Fig. o$. tangente TS comprise entre les 

s deux axes soit égale à une lon- 
+ As gueur constante a. 

| TR L'équation de la tangente est 
INES V—r=pix— 2) 
A a E et l’on a 

IE DUR 

127 Sa z— y 
TIME a À zx OT—? AR OS = y — pz; 


d’où, à cause de OT +08 =TS , 


(7 = pa} (14 pP) = ep. 
On aura donc 


(1) y=pz+ =; 
Vi+p 
par suite, en différentiant, » 


o= dp p + eu 
(EPN: 
D'abord dp = o donne p =c, et, par suite, 


(2) y=a+ © 


l'intégrale générale représente donc une infinitéde droites, 
La solution singulière sera donnée par l'équation 


=a 
T? = PERAS A 
(1+ p)’ 
Si l’on substitue cette valeur dans l'équation (1), on aura 
a a 
pue PNR 


UHPP ater 
éliminant p, on aura 


(3) Cae T a 0? 
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Cette courbe est l'épicycloïde obtenue en faisant rouler 
un cercle dans un autre cercle de rayon quadruple. En 
effet, soit M le point de la circonférence mobile qui était 
placé primitivement en À, et K le point de contact actuel. 
On sait que KM est la normale à l’épicycloïde au point M, 
et par suite que MH est la tangente. Or l'angle THK, qui, 


y I Le 
dans le petit cercle, a pour mesure —arc KM ou - AK, 
2 2 


aura pour mesure 2 AK dans le grand cercle. Donc l'angle 
THK est double de l'angle AOK et le triangle TOH est 
isocèle. On a donc OH = HT. Il résulte de là qu’on a 
également OH = HS et, par suite, TS = 20H = OK. 


Ainsi TS conserve bien une grandeur constante. 


LA SOLUTION SINGULIÈRE REPRÉSENTE L'ENVELOPPE DES 
COURBES DONNÉES PAR L INTÉGRALE GÉNÉRALE. 


548. On a dů remarquer que dans tous les exemples 
traités plus haut (542 et suiv.), la solution singulière 
était l'enveloppe des courbes représentées par l'intégrale 
générale. Nous allons démontrer qu'il doit toujours en 
être ainsi. 


Soit F(z, 1,0)=—=6 
l'intégrale générale. Elle représente une suite de courbes 
dont l'enveloppe s'obtient (1, 247) en éliminant c entre 
celte équation et sa dérivée par rapport à c. Or, c’est pré- 
cisément le calcul qui fournit la solution singulière. 
Le théorème est donc démontré. 

On peut d’ailleurs établir ce théorème de la manière 
suivante, Par chaque point de la courbe A qui représente 
la solution singulière passe l’une des courbes B comprises 


z 2 2 4 . d 
dans l'intégrale générale. Or, en ce point “7 a la même 
grale g point z 


valeur pour les deux courbes A et B, puisque leurs équa- 
tions satisfont toutes les deux à l'équation différentielle. 
Donc les courbes A et B ont la même tangente au point 
qui leur est commun. 
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EXERCICES. 
d Ti 
DL y+ a)y + la r) 0. 


SOLUTION SINGULIÈRE. 
(+y) — 4ar= o. 


2. Kaena E a nA A 
Kag +e 9, 
satisfont à léquation différentielle y a H2 are y= g. 


Ces intégrales sont-elles singulières ou particulières ? 


SoLurion. La première est une solution particulière et la seconde 
une solution singulière. 


3. S aay i dy Z +l +2) Sai 


SOLUTION SINGULIÈRE. °= 1-42’. 
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QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'UN ORDRE QUELCONQUE. 


Existence de l'intégrale d’une équation différentielle quelconque. — Con- 
ditions que doivent remplir les constantes qui entrent dans l'intégrale 


générale. — Intégrale de divers ordres d'une équation différentielle. — 
DEN g 
Intégration de l'équation Ze =v. 


TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ADMET UNE INTÉGRALE. 


549. Considérons une équation différentielle de lor- 
dre m résolue par rapport à la dérivée de l’ordre le plus 
élevé 

m 2 dm: 
(x) TT = NRA =) 


22 


$ dr yha dr dx” ` darm 
| è z z d” d”-— 1 
Cette équation fait connaître Te ou d. a? quand 
J s dy ml q- 
on connait les valeurs de y, Z>+ Tr Pour une va- 


leur de x. On peut donc se donner pour x= a des valeurs 


E S 277 m1) dr, dy de 
arbitraires b, b’, b',..., Bt de y, E O T 
Maintenant, si l’on donne à x un accroissement dx, les 


accroissements de y et de ses dérivées seront 
dry: 
dar~? 


d 
dy = b' dx, 42 = dR, 2s | = b) dr, 
dx 


et l'accroissement de 


dy í $ E 
sr sera ensuite donné par l’équa- 
tion (1). 

On déterminera de même la valeur de y et de ses dé- 
rivées pour x = «a + 2dx, x =a+3dx,.... Ainsi les 
valeurs successives de y sont déterminées et, par con- 


séquent, y dépend de x et des m constantes b, b',..., 
bie- 
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550. On peut encore démontrer l'existence de l'inté- 
grale, au moyen du développement de y eu série, En 
différentiant l'équation (1), on obtiendra successivement 


m+ m2 
les coefficients différentiels A s és DY en fonction 
d d”—' À 

de TX, Ys eee) er à soit 

dry dy dy 

der =f (z, Nə DNS )» 

T Ai f dy deny 

Jar =h (z, Vs FR =) 
Mais on a (I, 122) 

manas 2? 
p(z)=p(a)+ g(a) (ea) + la ED 4... 


1.2 


Remplaçant @ (x) par y, ọ (a) par b, &'(a) par b',..., 


on aura donc 


á (x — a} (x E gp 
= '(z—a) + b" =— Ft pe) E 
y=b+b' (x—a)+b 1.2 + 1.2... (m — 1) 


PE r IE AEE SD comme DA 


1.2... 


(r— a)" 


Ff (a, b, Das b(m—1)) 


1.2...m(m+i) 


i + fi(a, b, b',.…., bimi) - (x — a)" 


a aN + 


On voit encore que la valeur de y renferme m con- 
stantes arbitraires. 

En faisant a = o, on aurait le développement de l’in- 
tégrale suivant les puissances ascendantes de x : mais 
cette valeur pourrait rendre infinie la fonction ou quel- 
ques-unes de ses dérivées, et le développement devien - 
drait alors impossible sous cette forme. Il vaut donc mieux 
conserver la série (2) sous sa forme la plus générale, en 
choisissant la valeur arbitraire a de telle sorte qu'aucune 
des fonctions ne soit infinie pour x =a. 
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351. Réciproquement, toute équation 

(3) Elz, Yo tnter SENEO, 
qui satisfait à l'équation différentielle donnée et qui ren- 
ferme m constantes arbitraires au moyen desquelles il 
soit possible de donner, pour x = a, des valeurs arbi- 
traires b, b',..., b” à y, À ..3 z, est identique 
à L'intégrale générale. En effet, si l’on détermine ainsi 
les constantes, on aura encore pour y le développe- 
ment (2), puisque, l'équation (3) satisfaisant à l’équa- 
C nt A HER à 
da? dr 
dépendront que des valeurs b, b’, b",..., bim-1), 


tion (1), les valeurs de >.» pour x = a, ne 


CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE FONCTION POUR ÈTRE 
L'INTÉGRALE D UNE ÉQUATION DU M" ORDRE. 


552. Pour qu'une fonction renfermant m constantes soit 
l'intégrale d’une équation différentielle du m°"° ordre, 
il faut que ces constantes soient bien distinctes, c'est-à- 
dire qu’elles ne puissent se réduire à un nombre inférieur 
à m. Par exemple, l'équation 


ar +6 , zz? 
y= ce +ce 


semble contenir deux constantes arbitraires, mais en la 
mettant sous la forme 


y= (ee + ee), 
on voit qu’elle n'en renferme qu'une : elle ne peut donc 
pas être l'intégrale générale d’une équation différentielle 
du second ordre. 

Pour s'assurer que les constantes renfermées dans l’é- 
quation intégrale sont distinctes, il sufira de chercher si 
elles peuvent être déterminées de telle sorte, que y et 
ses m —1 premières dérivées aient des valeurs données 


quelconques b, b',..., b"-1), pour une valeur donnée 
de x. 


http://rcin.org.pl 


80 COURS D'ANALYSE. 
553. Par exemple, soit 


zx , eu = 

(1) A A r A a 
: dy 2x ox 
on en tire D = éa +æcaæc , 


et si l’on résout ces deux équations par rapport à c et à c’, 
le dénominateur commun des inconnues sera 


(a ue a!) ere )e 


Les valeurs de c et de c’ seront donc finies et déterminées 
si æ est différent de +’, et dans ce cas l'équation (1) sera 
l'intégrale générale d'une équation différentielle du se- 
cond ordre. Jl n’en est plus ainsi quand æ = z’, comme 
on l’a vu dans l'exemple précédent. 
554. On reconnaîtra de même que 
x =csinar + sinz e 
est l'intégrale générale d’une équation différentielle du 
second ordre; mais l'équation 
(1) y=csin(z+ a) csin (z +e)+e”sin(x + a”) 
ne peut pas être l'intégrale d'une équation différentielle 
du troisième ordre, car on a 
(2) D = ecos(x +a) cos(x +2) + e" cos(x- z"), 
d?y 


(3) TE =—esin(e +a) — c'sin (x + a) — csin (x +a”). 


* 


Or, il résulte des équations (1) et (3) 


dy 
7 oi 


et, la valeur de y étant déterminée, on ne peut pas donner 
NÉ o y b : A 
de valeur arbitraire à a On le voit d’ailleurs sur l'é- 
7 

quation même en l’écrivant sous cette forme 

y= (ccosa + ce' cosa + «cos a”) sin x 

+ (csin a+ c'sinz + c”sinz")cosr, 

ou y = Asinx +Bcosz, 


et elle ne renferme que deux constantes arbitraires À et B. 
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INTÉGRALES DE DIVERS ORDRES D'UNE ÉQUATION 


DIFFÉRENTIELLE. ~ 


535. Une équation différentielle de l'ordre m a pour 

intégrale une équation de la forme 
(1) Ffx, 7, é ci, 6", nn, AMI 0. 
Puisque les constantes c, c’,..., et) n’entrent pas dans 
l'équation différentielle, celle-ci ne peut se déduire de 
F= o qu'en la différentiant m fois, et éliminant ces 
m constantes entre l'équation (1) et les m équations dif- 
férentielles ainsi cbienues. Or cette élimination peut se 
faire de plusieurs manières. 

Si d’abord on ne veut éliminer qu’une constante c, on 
pourra différentier l'équation F = o après l'avoir mise 
préalablement sous telle forme qu’on voudra, puis on éli- 
minera c entre l'équation F = o et sa différentielle. On 
peut, en particulier, résoudre l'équation F= 0 par rap- 
port à c, soit u = c, puis différentier cette dernière, ce 
qui fait disparaître la constante. En éliminant ainsi tour à 
tour chacune des m constantes e, c’,...., cC", on obtient 
m équations différentielles du premier ordre dont cha- 
cune contient seulement m—1 constantes. Ces équa- 
tions sont dites des intégrales de l’ordre m —1. 


556. Pour éliminer deux constantes € et ce’, on peut 
différentier deux fois de suite l'équation F= o : on a 
ainsi trois équations 

Fo val 0o, dE, 
entre lesquelles on éliminera c et c’. On peut aussi éli- 
miner c entre F = o et dF = 0;"puis éliminer c’ entre 
l'équation ainsi obtenue et sa différentielle. De quel- 
que manière que Pon opère, on doit arriver à la même 
équation différentielle du second ordre; car si l’on obte- 
nait deux équations distinctes du deuxième ordre, en 


éliminant entre ell als ait une équation d 
e elles =; on aur éq n du 


II. 2° édition 6 


http://rcin.org.pl 


82 COURS D ANALYSE. 
premier ordre de ła forme 


f 


FENTE 
AUTRE De) Co ere, tm ='0 


En diflérentiant m— 2 fois cette équation, on aurait 
z dm—1 

mn —1 équations entre x, y, D. Je =} et m— 2 con- 

stantes, c'est-à-dire plus d Pate que d’inconnues. 


On ne pourrait done pas se donner les valeurs de y, 


dy dy = 
dr: Et pour x =a. 
En éliminant successivement deux des m constantes, 


M\M—T 2 . appr . . 
on aura ee) équations différentielles du deuxième 
ordre contenant chacune m — 2 constantes et qu'on 
nomme intégrales de l’ordre m — 2. Trois intégrales de 
cet ordre peuvent remplacer l'intégrale générale, car on 


dy. 
la reproduit en éliminant entre elles d etr 


AI AS me 


997. On pourra de mème éliminer un nombre quel- 
congue de constantes el parvenir ainsi à des intégrales de 
l'ordre m — 3, de l’ordre m— 4, ete. Si l'on élimine 
toutes les constantes moins une, on auram équations dif- 
férentielles de Pordre m — 1 qui seront dites des intégrales 
du premier ordre. Si entre ces m équations on dimije les 


e PERNT Pa) ‘a l'équa- 
m—1 dérivées > ga’ LE dre PRET OR retrouvera equ 


tion primitive F =0 entre x, y, c, c',..., C". Il suffira 
donc, pour intégrer l'équation 


; gey Et dy dy 
(2) mens) 


d’avoir les » équations intégrales du premier ordre. 
558. Les intégrales du premier ordre permettent de 


déterminer les constantes c, &/,..., el“! en fonction 


dy ER. 


de x, y, — En les résolvant par rapport 
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aux constantes et en désignant, pour abréger, les dérivées 
de y par y',7",..., 79), on aura m équations de la forme 

cr pre NS a; 
d’où l’on tire 


di Adu FE da y ke du d*y 
dx dy ? dy Y RS 


dy "=n da" LR 


d"y 


Mais on a = EFE 7: Vs IT; 


on aura donc 


(3) 


z + Tyt mr" +... + Des led rs jo. 
Cette équation doit être identique, car autrement elle 
établirait une relation entre x, y, y’,..., y°"-1), et Pon 
ne pourrait plus se donner les valeurs de y, y',..., y("-1} 
pour x = a. 

Ainsi les équations du premier ordre étant mises sous 
la forme 


Cf TS Bd. 


toutes les fonctions u, u,,..., satisfont à une même équa- 
tion aux dérivées partielles. 


d 
INTÉGRATION DE L' ÉQUATION = =v. 


559. Soit proposé d'intégrer l'équation 


d” 
(1) = =, 
v étant une fonction de x. On en déduit 
r iia à 
EEE enr = edx —+- Cy 


RE PORT AT a 
Er x | vdr + ex +, 


m—5 
ET = fus fac fraster terre, 
G 


http://rcin.org.pl 


84 COURS D'ANALYSE. 
et ainsi de suite. Donc, si l'on désigne en général par 


frw l'intégrale fax faz- js [var qui résulte de 


n intégrations successives par rapport à x, on aura 


(2) y= edm ern ea + ce), l 


m 
560. L'intégrale multiple qui entre dans la valeur | 
de y peut s'exprimer à l’aide d’un certain nombre d'in- 
tégrales simples. En effet, l'intégration par parties donne 
successivement 


| 
| 
fo fours [rar vzdr, 
fezi (for — 27 ferde + faux), 
r >t 
$ / v [rar — 32 fozas 
var —- 5.3 > f 
SA + 32 fade — [isa 
\ 


ét ainsi de suite; d’où l’on conclut, par induction, 


a= [ras — {n= i)a" [rate 


I 
Nadine ne . . 
1.2...(7 — 1) + PEN) js cod fade 


Pour démontrer la généralité de cette formule, il suffit 
de montrer que si elle est vraie pour une intégrale de 
l’ordre n, elle conviendra encore à une intégrale de 
l'ordre n +1. Or on peut mettre l'équation (3) sous 
cette forme 


nx"—" [rez —n(n—1)z" | exdr 


= Le 


fr ep A 
MaS ERFA doent Aerer PES orde. n [eds 


1.2 
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Si l’on multiplie les deux membres par dx et que l’on 
intègre par parties, On aura 


i 2 | odz — nz"—' f oxzdx 
f oda" t! = 


P Hi faste. ne fremde 
1 n(n — 1) 
— I a + — ... En ex" dx. 
152. : 07 1.2 i. 
Mais 
I a+ OR Æn=(i—i) Hit; 
donc 
d ar fedr ns fonde 
f= + 5 , 
TRS + ga foede.. E ex" dx 


ce qui établit la généralité de la formule (3). 


561. Enfin l'intégrale multiple $ vdx” peut s'expri- 


mer par une seule intégrale simple. En effet, donnons 
aux intégrales qui entrent dans l'égalité (2) les limites a 
et x; posons v = f (x), et, dans le second membre, rem- 


placons x par z sous le signe f : nous aurons 


pi ari Ji PAR PA f Le até 
f re : $ h 


He ep n 1) (n z 
( 1) 21 a il — 2) saf zf (z)dz— 


L 


ou bien, en faisant passer les facteurs constants sous le 


signe ji , et remplaçant la somme des intégrales par une 


intégrale unique, 


x 1 x ' 4 
"i Aie ES $ S2) (z — 2 dz 
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562. Cette dernière formule conduit à une nouvelle 
démonstration de la série de Taylor. En remplaçant flx) 
par f +9 (x) etn par n +1, on aura 


x z 
[remem 1 O C 


D'un autre côté, 


J Fejesa) f'(a) (e—a) 
PO TL pe, 


donc on aura 
f(x)=f(a)+$f (a) (z— a) + f'(a) 


(æ— a} 
1.2 


PE te | Teapa, 


ge n 
et, si l'on pose r= a +h, z=a +h—t, 
Fe + 4) =f (a) +f (ajh g" (a). 


h” 1 
= + 
E EO : 1.2... 


+" (a) 


h 
[ SEH) (a+h— rat. 
o 
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QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS D'UN ORDRE 


SUPÉRIEUR. 
L 2 
Équations de la forme f Arr LR à = 0. — Équations de la forme 
de \, a 
f ER ET = 0. — Équations susceptibles d’abaissement, — 
da dd") 


Applications géométriques. — Équations homogènes. 


dry Tz) sari 


ÉQUATIONS DE LA FORME f ( Ts * a 


563. Soit d’abord l'équation 
dy d 
(1) EFAN 


En posant Dep, on aura = f(p); d'où 


(2) r= | ——+e. 


Si lon peut tirer de cette équation p en fonction de x, 
on aura 


: p=g(x) ou dy=+(x)dr; 
d'où 
(3) y= |g(x) dx + ec". 
Cette équation est l'intégrale générale, car elle contient 
deux constantes arbitraires c et c’. 


564. Si l’on ne peut pas tirer de l'équation (2) la va- 
leur de p en fonction de x, on aura 
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d'où 
Pip y 
— + Cc; 


on éliminera ensuite p entre les équations (2) et (4). 


565. Exewpze. Trouver la courbe dont le rayon de 
courbure est constant et égal à a. 
L'équation différentielle du problème est 


3 
ERIP- 
(1) FT aa 
dx 
On aura donc dx = W. AA d'où 
(+)? 
(2) t= (H +e 
vr+p 
et ensuite dy = pdx = Er... 2808 d’où l'on tire 
(r3) 
(3) F=— > +0. 


En éliminant p entre les équations (2) et (3), on aura 
(4) (z—cF+(r—c he, 
équation d'un cercle dont a est le rayon. 

On peut aussi tirer de l'équation (2) la valeur de p en 
fonction de x; on a 


c'est-à-dire dy = 
d’où, en intégrant, 
y= |i = ye— (z — c? 
el enfin (æ—ch+ {y — |} =a. 
566. Plus généralement, si Pon a l'équation 


Ar dr). re 
(T Ta )=0 
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ne contenant que deux dérivées consécutives, en posant 


d—'+ COR dp 


—— =p, d'où — =<, 
E d ~ dx 


l'équation proposée se réduit à 
dp 
f (p, a) CE 
on déduit de là 


D gi z= f 
R =f (p) d'où MA te — An e 


Si cette équation peut être résolue par rapport à p, on 


aura p =ọ (x) et (559) 
Y =fr (x) dat piana clans, ER 


Si p ne peut pas s'exprimer en fonction de x, on aura 


der HA 
APT 
TT EE pdp 
.— = pdx = $ 
ou d ee CE FO 
dE pdp 
done — = | Fan e, 
daa DER) 
nA dp sitie 
en multipliant par dx = -— et intégrant de nouveau 
S(p) 
dy =| dp Lu ALT 67 
= c T c 
dar Sip) Fip n i 
et ainsi de suite. 
t EEF MEYN 
ÉQUATIONS DE LA FORME ne ; Hs) 


LAS Je dy 
567. Soit d’abord z 7S0) 


En maltipliant les deux membres par 2dy et inté- 


grant, on aura 
(2 
(Zy = fre +e, 
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x A dy 
d'où l'on tire ‘de — "7  , 
ve +2JfS (y)dy 


; J: dy 
et enfin E A 
Ve+2ffiy)dy 


568. ExEMPLES. 


dy 
“1-4 7 + ny = 0. 
d 2 
On aura (2) +m{y— e)= o, 
ly 
ndi = — 2 — s, 


y=csin(nz+ c) ou y= Asin nr + Bcos nz, 
A et B désignant deux constantes arbitraires. 
d'y 


2° Te — y=0, 
dy \? d 
(2) — (y +c)=0, ndr = ae 2, 
dx PHE 
(1) IHV H Sde; 


on a d’ailleurs 


(r+Vr+e)(-r+Vr+e)=e, 


d’où 

EE e 
(2) Ea aa n ene 
On tire des équations (1) et (2) 


I e 
p=<ces— LT em ou, y —=Ac" Be. 
2 2c 


569. Pour ramener au cas précédent (567) les équa- 
tions de la forme 
dy d'y 
= 5 zz) F= o; 


il suffit de poser T3 = p, d'où 


(1) 10 ZA) =o ou TE 1 (p}: 
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on aura donc 


dp D Ve + 2 1(p) dp = 
a = Vc+2Jf(p)dp=Y(p), 


J 
(2) z= f Sa 


Si l'on peut résoudre cette égard par rapport à pet 


m=? 


en trer p ou = = ọ (x), l'intégrale générale s’ob- 
tiendra au moyen de m — 2 quadratures qui introduiront 
m— 2 nouvelles constantes arbitraires. 

Quand l'équation ne peut pas être résolue par rapport 
à p, on opère de la manière suivante. 


d'y 
On a Tex = P, d'où résulte 
ari E 
A 
LA 
rer = = fe 


On trouvera de même 


dy = ft dp Ai ef 4 

de®—* Y(p) J +(p) (P) 
et ainsi de suite. On arrivera donc à une certaine équation 
(3) y=F(p)} i 
contenant mm canstantes arbitraires. L’élimination de p 
entre les équations (2) et (3) donnera l'intégrale générale. 


ÉQUATIONS QUI PEUVENT S ABAISSER À UN ORDRE 
INFÉRIEUR. 


570. Soit l'équation de l'ordre m 


d'y dy a any 
(e Er ga) +e 


id ffa 
En posant = on la réduit à 


d) de 
(a, P; Torres T) =o. 
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Si l'on peut intégrer cette équation qui n’est que de 
l'ordre m— n, et ensuite la résoudre par rapport à x ou 
à p, le calcul s'achèvera comme dans le cas précédent. 


971. Soit l'équation 


" dy d” 
(1) (og LT R z) =0, 


dz dæ dx" 


qui ne contient pas x. On peut en abaisser l’ordre d'une 
unité en prenant y pour variable indépendante et fai- 


d. 
sant Xp. On aura 
dæ 


ANRT APN. dp 


de de P dy 


NCA 
En général; © Pri considérée comme fonction de p, sera 


du (n — 1}*" ordre; en substituant ces valeurs dans l'é- 
quation (1) on arrivera donc à une équation de l'ordre 
m— i 


dp AR 
(2) 10 bPa m eie Te) =o, 


dont l'intégrale renfermera m — 1 constantes arbitraires. 
et l'intégration de l'équation dy = pdx fournira encore 
une autre constante, 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


572. Quelle est la courbe dont le rayon de courbure 
est en raison inverse de l'abscisse ? 
L'éqnation différentielle du problème est 


+ 


(28 LE 
dp m 22° 
dr 
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a $ 
en appelant ce le produit constant du rayon de courbure 


par Pabscisse du point correspondant de la courbe. On 
déduit de là 


ido 
gdr == PE N 
(+p) 
et, en intégrant, 
à ap 
PR CC E—) 
vi+p? 
2a z’ -+e 
d'où p= 


Jaa eP. 


et, en intégrant de nouveau, 


(a+ c) dr [E 
k +e. 
RE 


Cette équation représente la courbe aflectée par une 
lame élastique, quand, une de ses extrémités étant fixée, 
l’autre extrémité supporte un poids : on lui donne, pour 
cette raison, le nom de courbe élastique. 


573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
ètre une fonction f (x) de l'abscisse, on aura l'équation 


3 


{ 2 
Fe tb) 
dx 
d’où l’on déduira 
dx 
ALL aE + ec. 


Cette équation, étant du second degré, pourra être résolue 
par rapport à p. Soit alors p = ® (x), on aura 


y= frare, 


équation de la courbe cherchée, qui renferme deux con- 
stantes arbitraires c et c’, 


374. Trouver une courbe dont le rayon de courbure 
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soit proportionnel à la longueur de la normale com- 
prise entre la courbe et l'axe des x. 

L'équation différentielle du problème est 


| 1 + PP} 3 
C CE ie pr), 


n désignant une constante positive ou négative, selon que 

la courbe est convexe ou concave par rapport à l'axe 
des x (1, 235). 

En prenant y pour variable indépendante et rempla- 
dp pdp 


çant P par E on aura 
dy __ npdp 
147 


On tire delà 


np r d 
BULT = 212 
= IG+P)=l(r+ 7), 


n 
x z 
ou + Pr 
2 
r n 
donc E (z) — 1, 


et en remplacant p par dr 
en re C zar 
prag PI dx’ 


(2) Ph AO ed — (2): dy. 


2 


n 
ET: 
c 

Il suffit de prendre ce radical avee le signe +, car le signes 
— conduirait à la même intégrale. 

Cette équation peut s'intégrer d'après la théorie des 
intégrales binômes : 

n . v , `. ge 
1° Quand zest un nombre entier (I, 353), c'est-à-dise 
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. . n I 
quand z est un nombre entier pair ; 2° quand 35e 


un nombre entier (1, 354), et, par suite, quand z est un 
nombre entier impair. En résumé, z doit être un nombre 
entier, 
Examinons les cas particuliers de n= +1, n= +2. 
1° n=—1: l'équation différentielle sera 


d 
dg = eaa TEs 
vVe—=yr 
d’où (x— cd} +r=e. 


Cette équation représente tous les cercles qui ont leur 
centre sur l'axe des x. 

2° n—1 : dans ce cas, où la courbe est convexe vers 
laxe des æ, on a 


de; 
y —c? 
d'où z=cl(r+vr—e)+E4. 


Si l’on détermine k de manière que pour y =c on ait 
æ = c', il faudra que 


d= cle + k; 
d'où zod Mtie 
PER c è 
ce qui revient à 
x— e 
(a) r+Nr—e= ce. ° 


Mais on a 


(+0) (r= 8) = e; 
donc on aura 


(8) r—Nr—é=e ©. 
Donc,'en ajoutant membre à membre les équations (x) 
ct (E), on aura pour l'équation de la courbe 


x—c! z—c! 
a ET a Aa 


ka S 
aii. 


http://rcin.org.pl 


96 COURS D'ANALYSE. 

Cette équation est celle d’une chaïnette. Par conséquent 
le cercle et la chaînette sont les seules courbes dans 
lesquelles le rayon de courbure soit égal 
à la normale, avec cette diflérence que 
ces deux lignes coïncident dans le cer- 
cle, tandis qu’elles sont situées de part 
et d’autre du point de contact dans la 


chainette. 
3° n=— 2: on a l'équation différentielle 
d d DE 
REP y DEN NO, 


re AT 


Or, cette équation représente (I, 249) une cycloïde 
Fig. 116. dont la base est sur l'axe 
"| des x et dont le rayon du 


cercle générateur est £, On 

AOR sait en effet que, dans cette 

AC) ~À courbe, le rayon de cour- 

NB bure MK est double de la 
normale MN. 


I nEaN 
dz = Vedy A 
Vr—c 
d'où (z—c'}=4ce(y —c); 


cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
l'axe des x pour directrice. 


ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 


575. On peut abaisser d'une unité l’ordre d'une équa- 
tion diflérentielle lorsqu'elle est homogène par rapport 
à y et à ses dérivées; soit 


d d" 
(1) f(z, J» Toit TZ) =o 


une telle équation, et soit z le degré de l’homogénéité. 
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On pourra la mettre sous cette forme 


dy dy d"y 
dx dr da” 
(2) J'EN Es —> — 0.3 — |= 0. 
bd 
Faisons y —ef", d’où 
dy 
= — efed: 
= u 
E { di 
TI = ess (F +e)» 
dy du du : 
ÈS "(5 - Su Tu), 


En substituant ces valeurs dans l'équation (2), on aura 
évidemment une équation différentielle de Pordre m—1. 


576. ExemPLE. 


. dy 
Posant y = e/"“#* et substituant les valeurs de% ct de 
dy R : l h 
Z7 ouvées plus haut, on aura 


du 1 


1 
-— > =- u — — = 
Re pr a Ry 


xdu + ude wW? — i 
ou —— + — =o. 
dr z 


Posons ux = z, il vient 


dz z —1 
D A 
dx æ 3 
ou, en séparant les variables, 
dr s dz 
— —— — o e 
PRE TEA A 
d’où l’on tire 
A nd, zt +e tye 
T. = C, 2 = = Ā— 
2+1 a — e x(r?— c) 
JJ. 2€ édition. = 
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et, ensuite, 
z— c (H 
y= d =)" =Cz—- 
v z 


577. On traite de la mème manière toute équation 
A. di d'y 
e( de d e z) 2 


qui est homogène par rapport aux indices des différen- 
tielles, c’est-à-dire dans laquelle la somme des indices 
des différentielles de y est toujours la même; car si l’on 


pose ea p. l'équation deviendra homogène par rapport 


dæ 
à u E: d= p 
a pi T dy’ dy Ar dy 7 


Exemrze, Soit 
ly diyo 
(1) =n (Z) 
Cette équation revient à p P =/f(y)p", ou 
dy 4 


dp 


4 dy —Pf(r)=0, 


(2) 

É $ ARN i DIP ein è 

équation homogène par rapport à p et à a Si l’on fait 
« 


d 
p= d"t, d'où g =u, 


on aura, en portant ces valeurs dans léquation (2) et 
supprimant le facteur commun ef“, 


a= (y) 


I 
donc P== eff(rd, 
et, en intégrant de nouveau, 


L=c+t fers: 
LI 
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EXERCICES. 


4. Intégrer l'équation 
a 
(dr + xd)" a 
ady dx+y de = yd ydr V 
où x est la variable indépendante. 


SoLUTION. 


= ei Vay =e ar cos. 
2. Intégrer l'équation 
dx’ dy — xds d’ y = adxds (dx) + (dy), 


dans laquelle ds =y dx” + dy" et s est prise pour variable indé- 
pendante. 


SoLUTION. y=že(e paf +e. 


3. Trower la courbe dont le rayon de courbure enchaque point 
est égal à la distance de ce point à un point fixe. 


Soruriox. L'équation du premier exercice où l’on mettrait r et 6 
à la place de y et de x. 


4. Intégrer l aaa 


7f (x) K ag- 
SOLUTION. 
5 = esI Oar Le — afet Oar dy], 
EA 


PEH 


r=c+ 


N Pé 
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QUARANTE-SIXIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND 
MEMBRE. 


Définition. — Propriétés de l'équation privée de second membre, — 
Équations à coefficients constants. — Cas des racines imaginaires iné- 
gales. — Cas des racines égales. — Méthode de d’Alembert. — Autres 
méthodes. 


DÉFINITION. 


378. On appelle équations linéaires les équations dif- 
férentielles dans lesquelles la fonction cherchée et ses 
dérivées n’entrent qu'au premier degré et ne sont pas 
multipliées entre elles. 

Leur forme générale est 


P,Q,...,T, U, V désignant des fonctions de x. 


PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES PRIVÉES DE 
SECOND MEMBRE. 


579. Nous considérerons d’abord l'équation privée de 
second membre 


dy 
CES +077 LH HT + Uy = 0. 


dg” 
On) + 
Si des fonctions particulières Yı, ÿs,..., y, satisfont à 
cette équation, la somme de ces fonctions et méme la 
somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques c, C:,..., Cn, Y satisfera également. 


En effet, si l'on pose 
Y —= GT + CY t+. » + Cas 


BIBLIOTEKA 
tip:/roin.orgiplez A 


QU ARANTE-SIXIÈME LEÇON. 101 


on aura 
dy dy, dy, dyn 
e E ROLE 
d'y d'y; dy: QUE 
SE US “ES et er à 
dy d'y: dy; Ya 
AA pe AAT Aa. 


La substitution de ces valeurs dans l'équation (II) lui 
fait prendre la forme 


d™ d”—' i dy, 
o (Tp Et rZ ur.) 


d*y d'y; dy: 
+a (T2 + PS He +T +U:) 


Or, chacune des parenthèses étant nulle par hypothèse, 
l'équation se trouvera satisfaite. Cette propriété n’appar- 
tient qu’à l'équation privée de second membre. 


580. Il suit de là que si l’on connait m solutions par- 
ticulières de l'équation (II), on aura l'intégrale géné- 
rale en posant 

J= AY tH CP He.. + Cam 


pourvu que l'on puisse déterminer les constantes de ma- 


LA 
nière à donner à y, A …., = des valeurs arbitraires 


pour une valeur quelconque de x. 

Ces conditions ne pourraient pas être remplies s’il 
existait une relation linéaire entre quelques-unes des 
fonctions y,, Y:,..., Ym. Pär exemple, si l’on avait 

Js =a, + bras 
on aurait 


y= (c + ac) yi + (cH bes) yH ea Yi H. o + Caye 
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et cette expression ne renfermant que m—1 constantes 
arbitraires puisque c, + ac; et ce- bcs ne doivent comp- 


ter que pour deux constantes, ne peut pas ètre l'intégrale 
générale de l'équation (IE). 


581. L'équation linéaire étant homogène par rapport 
à y et à ses dérivées, on peut en abaisser l’ordre d'une 
unité, en posant y = e/“# (575); mais elle cesse d’être 
linéaire. Elle prend alors la forme 


m1 i 
(UT) E +. H (a+ Pat + Qu kH U) = 0. 


dat 
Cette équation est plus compliquée que la proposée ; 
mais elle fait découvrir plus facilement certaines inté- 
grales particulières, Ainsi, quand une valeur u = r, indé- 
pendante de x, annule le polynôme 


(1) u" + Pur + Qu +... HU =f (u) 


l'équation (IHI) est satisfaite par u= 7, car les dérivées 
du d'u d'u s AR 
Te? P’ gg? sont nulles : par conséquent l'équa- 


tion (II) est satisfaite par y = cel“: = ce”. 
ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


582. Dans le cas où P, Q,..., T, U sont des constantes, 
l'équation f(u) =o n'admet que des racines constantes 
Ti lasse. Fme En les supposant toutes différentes, on aura 
donc m solutions particulières e":*, e:*,..., e"m*, et l'in- 
tégrale générale sera 


(2) V=CCNE HOCNrE +, + Came. 


Pour le démontrer il sufit de faire voir qu'on peut 
déterminer les constantes c4, c:,..., Cm de manière que, 
pour une certaine valeur de x, par exemple x = o, la 
fonction y et ses m—1 premières dérivées aient des va- 
leurs arbitraires b, b',..., b"-1), En effet, de l'équa- 
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tion (2) on tire 
d 
(3) = ares + aned, eo Hn aln? 


d? 
(4) = crient + Crete Car meme, 


et, par conséquent, en faisant x —0o dans les équations 
(2), (3), (4),..., on aura 
| atate. eH Ca = 0, 
Ciri + Carr + Gry Hi + Cola = D’, 
(C) cri + cr + Gri +. + 2 b”, 


D CE gb m=), 


— à m=i 
ar Tr + cr 


Multiplions ces équations respectivement par k, L',k",..., 
ka-3) et 1, et ajoutons-les : en posant 
kæ kra kripe. e keram a m g(r) 
on aura 
cip (n) erg (r:) 4. -0 Cag (Ta) 
= kb + Kb + kb, + ben, 
On éliminera C, C3,- . -3 Cm EN prenant pour ọ (r) une 
fonction telle, que ọ (rs); o(rs),..., 9 (7m), soient nulles, 
mais que ®(r;) soit différente de zéro. Ces conditions 
seront remplies si l’on pose 


pe PCR 
d'où o(ri) =f' (r) 

"0 aeea RS LP 

| jt FU) 


Onaurait de même c3, c3,..., Cm. Toutes ces constantes ont 
des valeurs finies et déterminées, puisque f'(r,), f’ (ra); 
J'{r,) ne sont pas nulles (*). 


(*) On pourrait aussi démontrer ce résultat en observant que le déno- 
miniteur commun des valeurs des inconnues e,, €,,€,,..., Cm, dans les équa- 
tion: (C ), est égal au produit de toutes les différences des quantités r., r,, 
Fr. prises deux à deux, produit qui n’est pas nul, puisque aucune de 
ces différences n'est nulle. 
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Si l’on donnait les valeurs b, b',..., b"-1, de y et de ses 
dérivées pour x= a, il suffirait de changer, dans la va- 
leur de y, x en x — a sans toucher aux constantes, car 
l'intégrale (2) peut évidemment s'écrire 


y = centre) + 'oenr(s-e) LE, + "e'm (3—0), 


En prenant ensuite les dérivées et faisant x= a, on re- 
trouverait les mèmes équations (C) pour déterminer c;, 
Casse us OR 


EXEMPLE. a = 0. 
On a r? — n= o0, 
d'où r= En 
et L EAN aa o 


CAS DES RACINES IMAGINAIRES INÉGALES. 


583. Lorsque l'équation 
Fr) =r" +Pr" +... Tr +U = 0 
a des racines imaginaires, la formule 
J= e. n + Cem? 
représente encore l'intégrale générale, mais elle renferme 
des imaginaires. Pour mettre l'intégrale sous une forme 
réelle, observons que les racines imaginaires doivent être 
conjuguées deux à deux si P, Q,,.., T, U sont des quan- 
tités réelles. Soient donc 
n=e+ 6ÿ—1, n=a — 6—1, 
on aura 
ei ce — nert + 6x + cie” 6e Vi 
TJ [le + c,)cos6z + yV —i (a — c,)sin6r| $ 
ou bien 
ce 1® + e:e": — (A cosb æ + Bsin6x)e**, 


en posant À = c; + Ca, B = (ci — cs) Ur A et B dé- 
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signent des constantes arbitraires que l’on peut toujours 
supposer réelles. 


On peut encore écrire la somme des termes qui cor- 
respondent à deux racines conjuguées sous cette forme 


ce**sin(6x + c’). 

584. Exempzes. 
d'y 
dx 


r=+ny—1, 


o 
1 


+řy= o, 


n a czyim c:e" YT — A cosnz + Bsin nz, 
2° RRA 
L'équation en 7 est 


on en tire 
n=2, N=—i+V=2, n=>1—\—2, 
ct par suite 
y= ce -+ e| A cos(x V2) + Bsin(xÿ2)]. 


CAS DES RACINES ÉGALES. — MÉTHODE DE D ALEMBERT. 
585. Lorsque l'équation 
(1) r” + Print Qt... + TrHU—=o 
a des racines égales, les termes correspondants à ces ra - 
cines dans la formule 
(2) Y= CONS He er +... + Cnm? 


se confondent en un seul et l’on n’a plus l'intégrale gé- 
nérale, puisque le nombre des constantes arbitraires est 
inférieur à m. On peut cependant déduire de cette même 
formule l'intégrale générale en considérant d’abord les 
racines comme ayant une différence qu'on rend nulle 
ensuite après avoir fait subir à l’expression une trans- 
formation convenable, 


Pour faire comprendre ce procédé par un exemple très- 
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j Die A dæ 
simple, proposons-nous de déduire l'intégrale | S —1x 
æ 


APE pre . . . . 
de l'intégrale farde a ri C, qui devient illusoire 
; a 


v 


quand m= — 1. Posons m = — 1 +h ; nous aurons 
dx xt 
Jasi 
Mais Ami hle + À lap + 
donc 


dæ 1 h h 
—— z _ —! 2 oity 
[= dE RE Lu NIUE } 


; ` I 
et, en representant G + 3 per €, 
t 


dæ h h? 
— = x+ — c +, 
JE etpar ci ra (9) # racaille) € 


Donc, si l’on fait k = o, on aura 


586. Revenons maintenant aux équations linéaires et 
supposons r, = r;. On peut altérer infiniment peu les coef- 


ficients de l'équation (II), de manière que l'équation (1) 
wait plus de racines égales. Alors on a r, = r, + f, et 
y = Cen Cre E oens +, ,+ Cne, 
ou 
Y= (Ci H Cret) eE een +, a Cnm? 
je 
=" (c. + C: +C: hx C: Zr +.. .) 
FC die E Ea a Aa 


ou bien, en posant 


G+G=c, CGA=r, 
on aura 
æ a . 
de DPI E d RS 2 a—e . 
PRES (eerren teh Eor ) 


+ cer +... + Cata; 
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cette valeur satisfait à l'équation différentielle quel que 
soit k. Donc, en faisant À = o, on aura 
(3) r=er(c+cr)+eers+... + cent, 
expression qui renferme zn constantes arbitraires dis- 
tinctes quand ri, rs, li... Fm SOnt des racines différentes. 
Quand trois racines sont égales, on suppose d’abord 
l'équation modifiée de manière que deux racines seule- 
ment soient égales, ce qui donne à l'intégrale la forme 
y= err(C+C'x) + Ces + Ces +... + Cne, 
Puis, supposant r, = r, + h, on aura 


p 2 3 
r=efcrc+(o+cie+ EE a DE a] 
1.2 f-2:3 


Hess +... + nent, 


2 
ou, en posant C+C =c, C'+ Gh = et, SE 2 6" 


I 
h 
y= mF (certes + VH.. ) Her +... 
qui devient, pour k = 0, 
(4) y=e (c+ dE e” a). n nH Cn em, 


On trouverait, de la mème manière, que si la racine 7, 


était quadruple, il faudrait remplacer les termes qui s’y 
rapportent par 


ent(cLcxz+c"x c"axs), 


expression qui renferme quatre constantes arbitraires. 


DEUXIÈME MÉTHODE. 


587. Lemme. uet y étant des fonctions de x, si l’on 
cherche les différentielles successives de up, on arrive 
par induction à la formule 


d" (uv) = adre + andere CD) padro.. 


—+ Rd" udv + vd" u, 
ou à la formule symbolique 


d”, uo = (du + de), 
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en remplaçant dans le développement du second membre 
les exposants des puissances par des indices de différen- 
tiation, et en admettant que d°u = u. 

Pour faire voir que cette formule est générale, il suffit 
de montrer que si elle est vraie pour l'indice z, elle est 
encore vraie pour l'indice n +1. En effet, soit kd’ u d”—P y 
un terme quelconque du développement de d”. uv. On 
aura 


d". uv = Ÿ kd? ud"=P v. 
De là on tire 
d", up = D (kde+ ud" o + kd? udit" o), 
ou, sous une forme symbolique, 
d"+', uo Ÿ kduPdoò—e (du + do)= (du +de) Y du? do? 
Mais, par hypothèse, 
D kdur dr? = (du + de); 


on aura donc 
d+, uo = (du + dv) (du + do) ™ = (du + do Y"+1), 


Ce qu’il fallait démontrer. On démontrerait de la mème 
manière la formule plus générale 


d”. (uv... z) = (du + de +...+ dz)™. 
588. Autrement, Le coefficient k dans l'équation 

(1) d". uv = Ÿ kdr udto 
est un nombre indépendant de la nature des fonctions u 
et y. Soit alors u = e^", y = c!*, on aura 

d". uv = d", ela+b)z — el0+b)= (a + b)i da, 
et équation (1) devient 

(a+ by dz = Ÿ kar bidze+t, 
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et, puisque p+ q =n, 


(a + b)" = Ÿ kar b~. 


Ainsi les coefficients de d”. uv ne sont autre chose que les 
coefficients de la n°"* puissance d’un binôme. 


389. Revenons à l'équation 


d" dm dm? 


(M) de" PE 


FEEN +: +TŸ + Uy =o. 


Remplaçons y par uv. L’équation, ordonnée par rapport à 
la fonction u et à ses dérivées, deviendra 


(ee + QT Ar og 
+2" = = t(m— nPE +(m—2)Q +: +r 
+" oo PE Has] T° 
ee RS PARA EN NL ME NE LE APRES 
+ [m (m — 1) (m— 2) 2.1 AE 
ou bien 
a Vev e+ 5 D + + m = ? 


dv d"—\o d"-2o do 
Tea g HQE +. tTa eUe, 
d"—\0 i 
V, =" 1er = e ad 1)P E .+ To, 
v HY 2 
2—= m (m — 1) Iz iene {nm — 1)(m — 2)PS j SRE M + A 
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Le développement (2) est analogue à celui d’une fonc- 
tion de x dans laquelle on remplace x par x+h; car 
on voit que les polynômes Vo, V,, V,,..., V, se déduisent 
du polynôme 

mg Pont +... + ToHU, 


et de ses dérivées, en remplaçant p”, #"-1,,,,, p, p? par 
ep ARE TE de 
ds dm" 

590. Maintenant, si l’on pose y =e", et que l'on 
supprime le facteur commun ¢”*, l'équation (2) prèndra 
la forme 


S j du ts d'u d'u 
(3) F(r)u PE + (Dr ES 0, 


f(r) désignant, comme plus haut, le polynôme 
PH Pret + e a Tr +U. 


De là résultent les conséquences suivantes : 
1° Si r, est racine simple de l'équation 


f(r)=0o, 
on satisfera à l’équation (3) en faisant 
TT ES is 


c désignant une constante, d’où y = c,e"1*. 

Donc, si toutes les racines sont inégales, on aura m in- 
tégrales particulières contenant chacune une constante 
arbitraire et dont la somme formera l'intégrale générale. 

2° Si r, est une racine double, f(r), f' (r1) seront 
nulles et l'on satisfera à l'équation (3) en posant 

d'u 


rE ñ, =r = 0, 


d'où u= cecar, y =e(c+cx). 


3° Si r, est racine triple, f (r;), f’ (r1), f" (rı) seroni 


http://rcin.org.pl 


QUARANTE-SIXIÈME LECON. 111 
nulles et l’on satisfera à l'équation en faisant 


du 
r= Tiy Pro == 0, 
d'où u=c+cx+ e", 


J= 03e ear e" ar), 


et ainsi de suite. 


TROISIÈME MÉTHODE. 


B94. En substituant e”* à y dans le premier membre 
de l'équation . 


dr d"”—' A An m2 
LD LT QT 


(I1) Tan Uar i aaa jeto Z +U=0, 


daa 
on a identiquement 
dnes a r A a 
CSS PSS e EEE eaf (7). 
Différentiant par rapport à r, on aura 
d". etz l temat te 
(2) F r A + Uez=e[f'(r)+ xf(r)] 
et 


TALEH mE E h 
(3) | A EP 
{ = E[S" (r) + arf" (r) + f(r)) 


et ainsi de suite. 


+... + Ucr 


L'équation (1) montre que Pon satisfera à l'équation 
différentielle en posant y = e”, r, étant une des racines 
de l’équation f (r) = o. 

Si r, est racine double, on a f’ (rı) = o0, et la rela- 
tion (2) montre que l’on peut prendre y = e": * x, ce qui 
avec e":” fait deux solutions. 

Si r, est racine triple, outre les deux solutions dis- 
tinctes déjà obtenues, on déduira de l'équation (3) la so- 
lution y —e*x*, et ainsi de suite. 
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Ainsi à chaque racine multiple correspondra un nombre 
de solutions égal à son degré de multiplicité. En multi- 
pliant toutes ces solutions par des constantes et les ajou- 
tant, on aura donc l'intégrale générale. 


EXERCICES. 


1. = —)=0. 
SOLUTION. 
80e" + Ci cos 2T + C sin 27 x + C, cos 2» + Cisin Tat.. 


a IN 


9 
£. —- = 0 
d'a r 


SOLUTION. y=C+C r+ CTH... He, a, 
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QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 
INTÉGRATION DE L'ÉQUATION LINÉAIRE COMPLÈTE. 


Réduction de l'équation complète à l'équation privée de second membre. 
— Cas où les coefficients du premier membre sont constants. — Abais- 
sement de l'équation linéaire quand on connaît un certain nombre 
d'intégrales de l'équation privée de second membre. — Autre méthode. 
— Équations linéaires que l’on sait intégrer. — Propriétés de l'équa- 
tion du second ordre. 


RÉDUCTION DE L'ÉQUATION COMPLÈTE A L ÉQUATION 
PRIVÉE DE SECOND MEMBRE. 


592, Soit 
; d”y arg dy CP 
(1) a ye a T ee t m Ur = Ee 
Posons ; 
ar 
(1) s=] zdá, 
o 


z étant une fonction de x et de + tellement choisie, que 
dz d'z d®-?z 
LR n 2h08 
? de” de" de" 
l'on ait pour cette mème valeur 


soient nulles pour g = x et que 


deg 


Ces conditions étant remplies, on aura 


LE RES PaE 
d hn dz a+ 8e) 


Z» désignant la valeur que prend z lorsque æ = x; mais, 
par hypothèse, cette substitution annule z; dene 


dy =z dz 
(2) seta f Pria 
. vo 
Jk F CIE AN ‘da, d:\. 
aura ensuite = i madat |z j 
ig / dz ` : l'é . : éd 
mais (Z).= o; par conséquent l'équation précédente 
IL. 2° édition. 8 
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deviendra 


(3) VAS. =[ à dé 


on trouve de la même manière 


dy. d3z OMS d”—' z 

EA an 5 daa T a 45 

(4) nt a à 
az 

| =f TE dz + F(z). 

En substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on a 
frs C detid dz 

(5) f (H TE + Uz)da=o 


vo 
et il suffit, pour que l’équation soit satisfaite, que l'on ait 
(6) RE TU 

Si, outre les conditions citées plus haut, z remplit cette 
nouvelle condition, y = f zda sera une intégrale par- 
ticulière; en la désignant par u et posant y = u + v, Fé- 
quation (I) deviendra 


d"u pay u 
des a 


+. ..+Uu— F(a) |+ SA PAIE T o AA 


da” 


Or la première partie est nulle par hypothèse; donc 
Véquation se réduit à 
d"o do du 
(11) mt tes HI + Us o. 
Et si l’on peut intégrer généralement cette équation, u +» 


sera l'intégrale de l’équation (I). 


CAS OU LES COEFFICIENTS DE L'ÉQUATION (IE) sonr 
CONSTANTS. 


593. Quand on connaitra l'intégrale générale de l'équa- 
tion (II), en y remplaçant x par æ — z, on pourra pro- 
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fiter de l’indétermination des constantes arbitraires qu’elle 
renferme pour remplir les conditions indiquées plus haut. 
C’est ce qui arrive lorsque les coefficients P, Q,..., T, U 
sont constants. 

En effet, r;, re, rs,..., Tm Ctant les racines de lé- 
quation 
(1) Jir) = r*+ Pr" +... +Tr + U=o, 
on pourra écrire 
= + cad, Lee E-e) 

et pour satisfaire aux conditions indiquées plus haut, il 
faudra poser 

Ci + C: +. . +H Ca = 0; 

Ciri Ciri +... + Cnm = O, 


Ciri Gri + + = 0, 


se FOr He Car = 0, 


mA 


Cr TGr” E.E Car “=E (2). 
En opérant comme au n° 582, on trouvera 
F(a) F(a) F (a) 
; Q= 7 PE Ci = > 
TPR S'na) ; Fa). 
et, par conséquent, 
F(a) E) Fla) 
f(r) Fa (3) 
F(z je = 4 —«) 
ut aa 
z 
On aura donc p zda, ou 


y= PRES AE ST e) e 6 


PA als Pla) 
si F3 (ra) 


zz 


+. 1 


da. 
8. 
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Mais on n'a ainsi qu'une valeur particulière à laquelle 
il faut ajouter l'intégrale générale de l'équation 
dv Arte do 
d.t Iro teit Iiz Uro, 


laquelle est 
P= COUT p e eT + + Cmn eT, 
C15 Case.» Cm désignant des constantes arbitraires. Ajou- 
tons cette valeur au deuxième membre de l’équation (2) 
et observons que 
x 0 
EF —)F(:)de 
RE pes 
o S'(r) 

peut s'écrire 


es [or CE YF (z)d a: 


f'(r) 
ou, en remplaçant c, f'(r1) par c3, 


ar e 
eefe + | en r(aue| 


eU 


S'n) 


on aura donc 


! r 
Í e7? [e a É pa 


y= LA! 


(ri) 
TE pu (aux | 
(3) 


Fa 
RTL A NS TI PIE Lu c'e Léa 
en? [e+ [ er (ad | 
FRS pee re 


… Ainsi, dans le cas des coefficients constants, l’intégrale 
de l’équation (I) s'obtient par des quadraturts. 
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CAS OU L'ON CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE D'INTÉGRALES 
DE L'ÉQUATION PRIVÉE DU SECOND MEMBRE. 


594. Si lon connaît m intégrales particulières de 
l'équation 
a d'y dy AT 


QD ga Pme tR 


d 
+ +TS + Ur=o, 


on aura 
I= t+ y+.. E DL LE 72 


Ci, C+,..., C, étant des constantes arbitraires. Or on 
peut supposer que cette expression satisfasse à l'équation 
m semti 

(1) A EAEE E ES v, 

en regardant C;, C:,..., Cmn non plus comme des con- 
stantes, mais comme des fonctions inconnues de x, qui 
n'ayant à remplir qu'une seule condition, savoir que la 
valeur de y satisfasse à l'équation (I), peuvent être liées 
entre elles par m— 1 relations tout à fait arbitraires. On 
choisit ces relations de manière que la détermination des 
fonctions C;, C,,..., C, n’exige que de simples qua- 
dratures. 


On a 
dy dy, dy: dYm 
HS ORDER MARS 
dC, dC, dCm 
| RL LE “MELLE 
Posons 
dc ic. ACn 
(1) Ji er D + HIT = 0. 


Alors on aura simplement 


ra i OE 


dax f dx 
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6 dy A à 
et cette expression de Z est la même que dans le cas où 
C;, C:,..., Cn sont des constantes. 

On aura de même 


TG REPOS Eur, 
en posant 
a) MG de, dede 

dx dæ dz dz =- idg dr á 
puis 

TE ne ds RAP CE 
en posant 

dy dG — d'y; dC: A’ Yma dCa 


On continuera ainsi à former les dérivées de y jusqu'à 
demy 
dar 
des termes qui renferment les différentielles de C,, C:,..., 
Cn. Enfin on aura 


inclusivement, en égalant toujours à zéro la somme 


sé nt Se d'y: Ch 
Pr Ge + Ge ect On 
d'y, dC, d"—\y3 dC, dA dEn, 
de de de dz DF dx" dx 
. dy í Py 
On a, en substituant ces valeurs de y, DUT” 
l'équation (I) : 
dy, Lo ; 
G; (TE dam + + U) ) 
d'y; hame 
+a (2 D +... +U.) =p 
E aA E OR PE S A 2 MARS PAT cé. 
demy; dG avis dC, dy, dc, 


Le dæ dem de o dx"! wdx | 
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Or les polynômes qui multiplient C}, C,,...,C,, sont nuls 
par hypothèse : l'équation précédente se réduit donc à 


(um dy, dC, dm y; dC, d" ym dEn _y 
de". dg de da dE A 
“4 Ur edf ER l 
On a ainsi, pour déterminer ——; pa AR Aedh CA 
dx dr dx 


équations (1), (2),..., (7m). Supposons qu’en les résol- 
vant On ait trouvé 


dC, gia PA 
> rit” E Ar E a a 


on aura C, =c + fra, C= est [rue 


et, par suite, 


y= (a+ [xi] n+ fet far) ysta: 


595. Si P, Q,..., T, U sont des constantes, on peut 
prendre y, =E paea snaa Va S e E Ts laser lie 
étant les racines de l'équation 

F{r)= 74 Pre Qr te, + Tr HU 0. 


Dès lors les équations (1), (2),..., (#1) deviennent 


dG dC, dCa 
O i PAO aa mE a — 
en s = da T +...+e = 0, 
d 
ner Ti pers D + raent DE = 0, 
m=i or, dC, m=i raz dC, mi 3 dm 
RE ul ant HS “RE RUE =: 


Par la méthode d'élimination déjà employée (582, 593), 
on aura ee = 


+ [ Ve-"#dz 
fn) 


d'où C= 
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On aurait de même C3, C;,..., Cm, et, par suite, 


(e + f versar) gdis (e+ fear) e"? 


ARES T S + Fr) +... 
ce qui est au fond la formule (3) du n° 593. 
596. ExEmPLE : 
dy 4 
Tegs 
Ici m = 2, r, =n, ra= — n. L'intégrale générale sera 


donc 


y= (+ f Veede) + er (e=; f vera). 
2n 2n 


597. Si l’on connait seulement m — 1 intégrales par- 
ticulières de l'équation (IT), il sera possible de ramener 
l'intégration de l'équation (I) à celle d’une équation li- 
néaire et du premier ordre. 

En effet, supposons, pour simplifier, que l’on ait à 
intégrer RA du Fo ordre 


ar 
D gZ +p Lan Teri Z +Uy=V, 
et que l’on connaisse trois intégrales y1, Y2, y3 de l’équa- 
tion privée de second membre 


d d’ 
mo ā geez LT +07 TT + Uy = 0. 


On représentera encore l'intégrale générale de l’équa- 
tion (I) par 
Y= y + Oy: + CY» 

Ci, Ce, Cs étant trois fonctions de x qui, n’ayant à rem- 
plir qu'une condition, peuvent être assujetties à vérifier 
deux relations arbitraires. 

Si nous prenons ces relations de telle sorte que les 

HA 


: dy 4 i ` 
expressions de eL de Zg soient les mêmes que si C;, 
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C, et C; étaient des constantes, nous aurons 


Leo S a rc 
= creer, 


En substituant ces valeurs dans l'équation (I), et sup- 


primant les termes qui se détruisent par hypothèse, nous 
aurons 


L dr, -dy\ dû d'y, d'C 4 
o (T) Dh LD PR nv, 
et il faudra joindre à cette équation les deux suivantes : 


(2) dC, dC, f dC, 


ar 0 de NE E 
(3) dC dy, dC, dya. dC, dy, 4 


De. dd dt 


. à C dC 
De ces deux équations, on tirera pour —= ct a des 


valeurs de la forme 


Si on les porte dans l'équation (1), on obtiendra, en po- 
d r ‘ . r 
sant E = z, une équation linéaire de la forme 


dz 


F iol 


on aura ensuite  C=c+ J zda, 


G=e+ | Xede, (E + f Xazar. 
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La valeur dez contenant déjà une constante arbitraire, 
la valeur de y en contiendra quatre. Ce sera donc l'inté- 
grale générale. 

598, Si l'on ne connaissait que m — 2 intégrales parti- 
culières de l'équation (II), on serait ramené à l'intégra- 
tion d’une équation linéaire du second ordre. En efiet, 
soient y4 et y» les intégrales connues de l'équation (I) 
supposée du quatrième ordre, et représentons par 


y= C, ri C: 72 
l'intégrale cherchée; comme on ne peut établir entre C, 


é ré 3 d: 
et C, qu’une seule relation arbitraire, exprimons que H 


a la même forme que si C, et C, étaient des constantes. 
Les fonctions C, et C, seront déterminées par les équa- 
tions 


TE ae: 
(1) Te ES de 
tC PE dC, A C: A 
(2) Gp tu pt HK EE V, 


G, H,..., étant des fonctions de x. De la première on 
Sex Si et substituant dans la seconde, on 
dx dx 
aura une équation où C, n’entrera que par ses dérivées 
dē; d? C d? dc, C, 
dae’? dè’ dè 
prendra la forme 
d’z 
de 


déduira 


+ Alors en posant —— = z, cette équation 


dx 


dz 
-p-a 2= Te 
P Ta Ml 
Cette équation étant intégrée, on aura C, = c, + f zdr, 


et ensuite C, = Ca + fx: zdx. Comme z renferme deux 


constantes arbitraires, on voit bien que C, y, + C: ye en 
contiendra quatre. 


599. En général, si l'on connaft n intégrales dis- 
tinctes de l'équation linéaire privée de second membre, 
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on pourra ramener l'équation complète à une équation 
linéaire du (m—n)*"° ordre, 

La démonstration de ce théorème général est suffisam- 
ment indiquée par ce qui précède ; c'est pourquoi nous 
nous bornerons à examiner le cas particulier où l’on ne 
connaît qu’une seule intégrale y, de l'équation (II). Nous 
poserons alors 

Y= 


et, en exprimant que c’est une solution de l'équation (I), 
nous aurons 


dnC, l eras t dC, 
n PE Vo 


(1) 


les nouveaux coefficients P,,..., T, se formant comme 
on l’a dit au n° 589. Si l’on pose 


— = l; 


cette équation se réduit à 


dix dtiu 
dass es 


(2) +... +T, u=V, 


équation différentielle de l’ordre m — 1. Ainsi l'ordre de 
l'équation proposée sera abaissé d’une unité. L'équa- 
tion (2) étant intégrée, on aura 


C =a +f udr, 
et, par suite, = ar, + f udzx. 


AUTRE MÉTHODE. 


600. Le cas particulier que nous venons d'examiner 
permet de démontrer le théorème général énoncé plus 
haut (399), et fournit une autre méthode pour abaisser 
l'ordre d’une équation linéaire. En effet, appliquons le 
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même procédé à l'équation 


u 
(1) J Pie ++ Tiu=V. 
Soit u, une solution de l’équation 
dt Fer E ke doué 
Ter 1 dar st du E0; 
(à) 
En faisant = e , 
z dépendra d’une équation linéaire de l’ordre m — 2, 
Ans des ditz 
(2) des This Mrs +...-+ S3 =V, 
et lon aura u= bu, + u, Î zdx, 


et, par suite, 
FY=aY + ty, [mdr + y, fade zdx, 
ou y=ay + byr: %, 


en faisant = fuas, t=y f uae f zaz. 


z 


La fonction désignée par y; satisfait à l'équation 


(3) —— +P +...+Uy =0, 


car si l’on suppose V nulle, on peut prendre z = o, et : 
par conséquent ¢ = 0, ce qui réduit y à ay, + by, ex- 
pression dont y, est une valeur particulière. 
Réciproquement, on trouvera une fonction telle que u,, 
si l’on connaît une fonction ys, différente de Ji» qui satis- 
fasse à l'équation (3). Il suffira, en effet, de prendre 


o p (z ) 
. Yı 
puisque u = FP 


Ye est une valeur particulière de y. 


se change en u; si V = 0, et qu’alors 
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L'équation en z étant de l’ordre m — 2, on cherchera 
une valeur z, qui satisfasse à l'équation 


3 dm-13 dm-3 
(4) = +B 


7 - Les tt S3=0, 


et l’on aura 2—= C2, + 2, f raz, 
v 
zZ 
P ped 
(£) 
dx 


y = AY + by: + cys + 6, 


en faisant t = s» d'où 


ys étant encore une solution particulière de l'équation (3), 
et ainsi de suite. 

On pourra donc abaisser l’ordre de l'équation (1) d’au- 
tant d'unités qu'on connaîtra de solutions particulières 
de l’équation (3), et l'intégrale générale de l'équation (I) 
sera de la forme * 

I = ayi + byr.. + Won Hd, 
À étant une solution quelconque de l'équation (1). 

L'équation linéaire n’admet pas de solution singulière, 
puisque la solution quelconque y = À se déduit de l'inté- 
grale générale en faisant nulles les constantes a, b,..., l. 


DE QUELQUES CAS OU L'ON PEUT INTÉGRER L ÉQUATION 
LINÉAIRE À SECOND MEMBRE. 


601. Si dans l'équation 


d'y ET dy 
(1) ue ge et T EE +Ur SV, 
P, Q...., U, V sont des constantes, on fera y = 5 +z, el 
lon aura 

d"z durs z 

De re Pen er T U a, 


équation que l’on sait intégrer. 


602, Les coefficients du premier membre de l'équa- 
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tion (1) étant constants, si V est une fonction entière de x, 
Art Bep... t G+ H, 

on posera 

y =ar bai. ngt hanu, 
et l’on déterminera a, b,..:, g, h, en exprimant que cette 
valeur satisfait à l'équation proposée, ce qui formera au- 
tant d'équations qu’il y a d'inconnues. Une première in- 
tégrale étant obtenue, on posera y = u -+ v, et v ne dé- 
pendra que d’une équation linéaire à coefficients constants 
et privée de second membre. 


603. Si 


V = A cosnz + Bsin ns, 
Aet B étant des constantes, ainsi que les coefficients du 
premier membre de l'équation (1), on fera 

y =a cosnz + b singz, 
ce qui réduit l’équation (1) à 
(aG + DH) cos rx + (aK + bL) sinnt = A cosx + Bsinwr, 
G, H, K, L étant des fonctions de zz et des coefficients de 
l'équation. Pour que l'équation soit satisfaite, il faudra 
que l’on ait 

aG+0H=A, aK+bLL=B, 
ce qui détermine a et b, à moins que GL — HK ne soit 
nul. L'intégrale générale sera 
y = acos rx + bsinnz +3, 

z étant l'intégrale de l'équation 


ú w 
n AE +TŽ+usz 

604. La méthode précédente tombe en défaut lorsque 
GL—HK = o0. Dans ce cas, l'intégrale doit avoir une 
antre forme qu'on trouve par un artifice de calcul dont 
voici un exemple, Soit 
dy 
de 


(1) +y = cosr, 


http://rcin.org.pl 


QUARANTE-SEPTIÈME LECON. 127 
on ne peut y satisfaire en posant 
Jj—=acosx +bsinx, 
car on trouverait 
— a cosx — bsinx + acoszx + bsinx = cos zr, 


ou 0:="CO8r'y 


équation qu'il est impossible de rendre identique. 
Mais si l’on prend l'équation plus générale 


dy 
(2) IP H y = COS nRT, 


en posant y = a cosnx + b sin nx, on a 
a(i— n°)cosnx + b(t — n? )sin nzr = cosnr , 


1 


d'où a = : 
1— A 


, b =; 


ce qui donne la valeur particulière 


cos 27 


1— 7% 


La valeur générale de y sera donc (600) 
cos nT r 


y= m + Ceos x + C'sin z. 


Cette valeur deviendrait illusoire si Fon faisait n —1; 
t 


mais on peut écrire, en posant C = C” — EEEE s 


COS RE — cos æ à 
y == + C'eosx + C'sinx. 
1— nz 


vs è o 
Faisant n = 1, le premier terme prend la forme 5’ 


f A z sins LAT Fay. 
mais sa vraie valeur est ; donc l'intégrale générale 
de l'équation (1) est 


y= + C'sin v + C’cosr. 
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605. On peut encore poser n = 1— h et faire ensuite 
h =o après avoir fait subir à l'intégrale une transfor- 
mation convenable, On a 


cos(x — hz) 


= wa ci + Ccosx + C'sinz, 
ou bien 
cos hx 3 sinke |. 
r=[c+ ee |eose + [e +; h —%) — À) sin z. 
En développant en séries cos hæ et sin x, on aura 
PP 
1— hat... hr he +. 
> = afalen s x 4 ER Ji D RENE ` JA 
y=į|c+ a: cosx + | C+ F4) sin z, 


I 
h(2— hy 


—|c ha? EA P x Lx TA 
ME AD) E Lr Le Par 6o-4 |" 


Si maintenant on fait À — o, on retrouvera encore 


ou bien, en posant C” = C + 


= Dr + C'sinx + C" cos z. 
606. L'équation 

d'y ar< arr 

AR dei et DL TN 


se ramène au cas précédent (603) quand on a 
V = A cos nz + Bsinzz + A' cosu’ x + B'sinn'r+.... 
En posant y =u + u+..., il suffit de satisfaire sépa- 
rément aux équations 
d"u d”— u 
FT E 
du daig 
den E 


+...+ Uu = A cosnx + B sin nz, 


+.. -+ Uu = A'cosn' x+ B'sin n’ z. 


G07. On ne sait que très-rarement intégrer une équa- 
tion linéaire à coefficients variables. Farci un exemple où 
l'intégration peut s'achever. 
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Soit l’équation 


(ar + b DT D + (ar + by LL ES 


(1) 


+T(ar +b) È = + Ur = 0 


P, Q,..., T, U étant des constantes. 

Posons y = (ax + b)"; substituons cette valeur dans 
l'équation et divisons les deux membres par le facteur 
commun (ax + b)", nous aurons 


r(r—1)(r—2)...(r—m+i)a" 


+Pr(r— 1)... (r— m + 2)a—' +... +- U= 0. 


Cette équation, étant du degré m, donnera en général m 
valeurs constantes et inégales pour r; en les désignant 
par Fi, les. Tms Alors (ax + b)", (ax + b)", 

(ax + b)"" seront des solutions particulières de l'équa- 
tion, d’où l’on déduira l'intégrale générale 


y =C (ax + b)" + C(az + b) +...+ Char + b)'m 


Toutefois la forme de cette intégrale serait modifiée si 
quelques-unes des racines étaient égales ou imaginaires. 
Il faudrait alors se servir de procédés analogues à ceux 
que l’on a employés aux n° 604 et 605, 

Au reste, on ramènerait l'équation (1) à une équation 
linéaire à coefficients constants en posant ax 4- b = et. 


PROPRIÉTÉS DE L'ÉQUATION DU SECOND ORDRE. 


608. Quand on connaît une intégrale particulière y, 
de l'équation 


(1) — +P=—+Qr=o, 
les procédés des n° 597 à 600 permettent de l’abaisser au 
premier ordre, et, par suite, de l'intégrer complétement. 


On peut encore opérer de la manière suivante. 
II. 2° édition. 9 
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On a identiquement 


dl? 
(2) LR + PT o=o. 


Éliminant Q entre les équations (1) et (2), il vient 


dy. SAT: PES. N 
(3) Ep ul + Er 2 0, 
et si l’on pose 
dy dy, _ , dy; , dr du 
Sie IE = d'où TS COVER Je 


l'équation (3) devient 


du 
(4) Frs +Pa—=0o, 
d'où u = Ce-fPds, 
On aura donc 
dy dy, 
(5) ne I g Te, 
$ -f Pdz 
zei FAR aia 
Jı Yı 
et enfin 
-SP dz d: 
(6) y= Cn+on [TE 
1 


609. L’équation (5) fait connaître plusieurs propriétés 
de l'équation 


(1) dy d 


y ee 
dx? er a REF dx EA AA 

La constante C m'étant pas nulle, en général, suppo- 

sons C >> o : on aura 


dy dy, 
(7) Da S aS 


y . : dy 
par conséquent la fonction y et sa dérivée z ne peuvent 
a 


pas être nulles en même temps. 


L. ii ; s dy, 
a même propriété appartient aux fonctions y, et -A 
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Deux valeurs de x qui annulent y; comprennent une 
valeur de x qui annule y. En effet, si y, s’annule pour 
x=a et pour x = b, on a dans ces deux cas, d’après 
l'inégalité (7), 
dr L 04 


dr 


a d ; S : 
Ainsi yet A sont de signes contraires; mais quand x 


> 5 d 3 5 
croît de a à b, = change de signe pour une certaine va- 
ls 


leur x — 4; donc y doit aussi changer de signe avant 
que x devienne égal à b. Par conséquent la fonction y 
s'évanouit par une valeur de x comprise entre a et b. 

De mème, entre deux valeurs de x qui annulent y, se 
trouve une valeur qui annule y,. 

Il suit de là que si l’on fait croitre x, les deux fonc- 
tions y et y, s’annuleront l’une après l’autre alternati- 
vement. C’est ce qu’on peut vérifier sur l'équation 


qui a pour intégrale 


y = Csin x + C'cos z. 


EXERCICES. 
f: — —)=e 
SOLUTION. r=Cer+zrer. 
2. TH += p 


t e* dx 
SOL ; = ge 

OLUTION. yY=e€ JZ 
Er 
dx’ 


+Ce + C'e”?z. 


+y = COST. 


5 : zsinx 
SOLUTION. += Csin s+ C'cos LE à ben 


ge 
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QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR 
LES SÉRIES. 
Développement par la série de Maclaurin. — Méthode des coeficients 


indéterminés, — Autre forme de développement. — Intégration d’une 
équation différentielle par des intégrales définies. 


DÉVELOPPEMENT PAR LA SÉRIE DE MACLAURIN. 


610, Étant donnée une équation entre y et quelques- 
unes de ses dérivées par rapport à x, on peut, comme on 
l’a vu (550), développer y en série procédant suivant les 
puissances ascendantes de x — a, et ce développement 
contient m constantes arbitraires qui sont les valeurs 
de y et de ses m—1 premières dérivées pour x = a. En 
faisant a — o, on obtient une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x. Mais il peut arriver que 
certaines dérivées devenant infinies pour x = 0, la série 
tombe en défaut, à moins qu’on n’attribue des valeurs con- 
venables à d’autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. 
Dans ce cas, la série contenant moins de m constantes 
arbitraires ne représente plus l'intégrale générale, mais 
seulement une intégrale particulière. 

En voici un exemple. Soit 

dy 
dx’ 


dy 
+2 -+H nxy = 0. 
dx 


En différentiant cette équation plusieurs fois, on aura 


dy E y dy P, 

To I O EO E 
d'y dy se. AT, a æ 
TT 4 tx tan saco; 

d'y ay > y. d'y 
der T ar 7 ER le La 
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La loi de formation est évidente. Or, si dans la première 


Á : . d 
équation on fait x =0, y =b, = = b', on trouve 


z? R X r $ 
Te =œ% , à moins que b ne soit nul. Il faut donc faire 
ax 
dy $ à < 
E = 0 pour x = 0, et alors les equations suivantes don- 
nent 
d'y mb d*y d'y nb 
—=———— —— = 0 —— = —— pj t 
dz’ 3? de 21 da 5 ? 3 


et, par conséquent, 


d 


na? nix sin 2x 
5 nx 


y= (: BERTE t 12531475 x 


: b 
ou, en faisant = 0 
r 


On n'obtient ainsi qu'une intégrale particulière. Pour 
avoir l'intégrale générale, il fant poser 


sin 2x 


PC , 


C étant une fonction de x. La recherche de cette fonction 
conduit à une équation linéaire du premier ordre d'où 
l'on déduit 

C—=c+c"cotzz, 
et, par suite, 


d sin nz + c” cos nr 
y = ——— 


T 


On serait parvenu tout d’abord à ce résultat si l'on avait 
développé y suivant les puissances de x — a, en se don- 


d 
nant les valeurs de y et de S pour x= a. 


MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 


6411. On peut encore employer la méthode des coeffi- 
cients indéterminés pour développer en série l'intégrale 
d'une équation diflérentielle. On obtient souvent par ce 
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moyen des développements qui renferment des puis- 
sances négatives de x, ce que ne peut donner la série de 
Maclaurin. 

Reprenons l'équation précédente sous la forme 


AEF -ady T. 
(1) (cut EE 


Supposons que l'intégrale soit 
(2) y = Az" + Br + Cr +..., 


æ, 6, 7,... étant des nombres croissants : on aura 


d 

D cha FEBI + Ca +... 
dy a. S z 

Ja metle IAr" 2+ 6(6— 1)B2f Ge PE 


et, après la substitution de ces valeurs dans l'équation 


proposée, 
(3) 


—2 


Au(a+i)z*—? + Amir” + B6(6 + 1)#f 
+ Br + Cy (y +1)? 7? + Cn? +...=0. 

Pour que cette équation soit identique, il faut que les 
coefficients des différentes puissances de x soient nuls 
séparément. Or puisque x, 6, y,... sont des nombres 
croissants, 4 — 2 est le plus petit exposant de x dans 
l'équation (3). On doit donc avoir 

Aae (a + 1)=0, 
et, comme À ne peut pas être nul, il faut que l’on ait 
Ce PL TE 

Prenons d'abord æ — —1. Les deux plus petits exposants 
qui viennent ensuite sont æ et 6 — 2. Jls peuventètre égaux 
ou inégaux : s'ils sont inégaux, le terme B6 (6 + 1) x°—° 
ne pouvant se réduire avec un autre devra être nul de 
lui-même, ce qui donnera 6— 0 ou 6——1. Mais on 
ne peut supposer 6 —— 1, puisqu'on a déjà 4 =— 1 et 
que æ est supposé moindre que 6 : donc = o. Parmi les 
exposants qui suivent, les plus petits sont æ et 7 — 2 : 
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nous devons les supposer égaux, car le terme An*x* doit 
se réduire avec un autre, puisque À ne peut être nul. De 
là résulte 

J=1, Aë+Cy(73+1)=0o. 
On trouvera de mème 

d—2, Br+D0(3 +1) —=0, 

e=3, Cr'+Ecs(e+i) =0, 


et ainsi de suite; on en conclut 


An’ Br’? 
C GSE; D=— i , 
PEA TE E) 
STATE Ba‘ 
TEE 7 4 FRERE A 
Par conséquent, 
I rx wa 
r=a(}- FRERE LASE ) 


Acosnz Bsinnz 
ou y == + , 
z nr 


B 
n 


Së, 


ou bien, en posant À = c, 
__ CCOSnz + c'sin næ 
Ks z 
612. Si au lieu de supposer 6 — 2 différent de x, on fait 
6—2—a——1, d'où 6—1, 
le terme Cy (y + 1)x” T? n'étant pas nul, puisqu'on a 
y >6>>1, doit être détruit par Bn°xf. On a donc 
y — 2 —6; on aura de même ò — 2— 7, € —2=0, etc. 
Par conséquent, 


TF E TEE LUE. 
et ensuite 
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H en résulte 


Cp 4 1 ee nt x _ Acosar, 
ORN se ESA "Je Ares 


mais on n'obtient ainsi qu’une intégrale particulière. 
L'hypothèse + = o conduit aussi à une intégrale par- 

ticulière 
.__ A"sinrx 


nr 


En ajoutant ces deux intégrales particulières, on re- 
trouve l'intégrale générale. 

Au reste, il suffit de faire xy = u pour ramener l'équa- 
tion (1) à la suivante : 


d'u 


de 


+ Hu = 0 
que l’on sait intégrer. 


AUTRE FORME DE DÉVELOPPEMENT. 


613. L’équation linéaire du second ordre 


s d'y dy 
(1) Te TPS +Qr=0o 


peut toujours se ramener à une équation à deux termes. 
En effet, posons y = uz. L'équation proposée deviendra 


d?z du \ dz d? 
(2) «+ (25 IT Eu pit (Tei “+ Qu) O0: 


Déterminons u par la condition 
du 
— Pu=0o 
(3) 2 dx EN ? 
à -1fPdz 
d'où u=e ’ : 


cette valeur étant substituée dans l'équation (2), on aura 


(4) 


R étant une fonction connue de x, 


d?z 


dx? 


=R:, 
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. dz 
614. Désignons par A et B les valeurs de z et de Z’ 


correspondant à une valeur arbitraire x = a. Nous au- 
rons, en intégrant deux fois de suite, entre les limites a 
et x, les deux membres de l'équation (4), 


z x 
ed =»+ f Rzdx, 
dx À 


x F2 
s=4+B(z—a) + | ar f Rdr, 
a a 


ou bien, en posant t = À + B (x — a), 


x Tr 
(5) s=t+ f ax f Rzdz. 
a a 


Si dans le second membre de cette équation on rem- 
place z par la valeur que donne cette même équation, 
on aura 


LE 4 LES 
|a= f de | Rtdzx 
a a 
(6) x px >r r 
| +f de | Rd f a | Rzdz 
a a a «a 


et en remplaçant encore z par la valeur (5), 


zx z x x er x 
s= f de f Rede f de f Rae | ax f Rtdx 
a a a a a a 
zx Tr £ LE 4 z x 
+f d [ Rae f d | Rae f de f R zdr. 
a a a a a a 


615. En continuant ainsi, on obtient une suite indéfinie 


x r 
(8) =+ f d | Ridr +... 
a a 


dont chaque terme, à l'exception du dernier, se déduit du 
précédent en le multipliant par Rdzx*, et en intégrant 
par rapport à x deux fois entre les limites a et x. Le 
ernier terme se forme d’après une loi analogue, mais i 
d t fi d'ap l logue, l 
contient toujours la fonction inconnue z. Cependant le 
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développement (8) pourra servir au calcul de la valeur 
approchée de z, si, à mesure que le nombre des termes 
augmente, le dernier tend vers o. C’est, en effet, ce qui 
arrive quand la fonction R ne devient pas infinie dans 
l'intervalle où l’on fait varier x. 

Pour le démontrer, supposons que x croisse d'une ma- 
nière continue depuis la valeur a jusqu’à une valeur 
quelconque b. Soient M, u, C les valeurs maximum de 
R, z, 1, dans l'intervalle considéré. On aura, en valeur 
absolue, 

RM, 2<u, t<C, 


le signe < n’excluant pas l'égalité. Si l’on trouve pour p 
une valeur finie, il sera démontré que z ne peut pas 
devenir infinie entre les limites a et b. 

Or, en premier lieu, on a, dans cet intervalle, 


R: < CM, 
x T 
donc f Rtdzx < f CM, 
a a 
x 
ou f Rtdr CM (x — a). 
“a 


De là on tire, en intégrant successivement, 


z i (z — a} 
Î ax | Ridr «< CM — ;: 
À k a 
x x La r (r— a) 
$ ar f Rae | de [ Rtdx < CM? —- ; 
A a k 7 TF 
A z æ > æ x (z— a) 
[ ax |. nas | de f Rar f de | Redz < CM’ — 
“a va a a a a 1...6 


et ainsi de suite. 
D'un autre côté, on a 


Rz<pM, 
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et, par suite, 


f Brdr <em(e—e), 


= 2 
T. de f Rade < pM ET =s., 
LE: zx (z— a) 
J as f Rae f7 de f Rzdr < M’ — : 
a a a a 1...4 


et ainsi de suite. Donc, en arrèêtant le développement de z 


(z —a)" 
à n +1 termes, le dernier sera moindre que pM" — 


.2n 
D’après ces inégalités, on déduira de SPA 8) 
(z— a? 3 (z — a} 
z << C+ CM ZA + CM TEN + 
Len (z per a9 $ (z— a)” 
Eu 1.2 epar biaa ainoaa 
c’est-à-dire, à fortiori, 
naea mm EC = 4 
a< zcl i os STA 1+ 1.2...27 A 
car on a 
CHU ez EEE cei e + +. =:C [eisa Vm 4 e—(s-a) Vi], 
pe jon ii à 
On sait que APS es Le =a MP a) vap peut devenir 
1.2... 270 I.2. 


moindre que toute quantité dite. € Re n est suffi- 
samment grand. Done, si on désigne par K la plus grande 


valeur de : Ces" et) #], quand x variede a à b, 
valeur qui est indépendante de z, on aura 

z<K + pa. 
Cette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x 


comprises entre a et b, on peut remplacer z par sa valeur 
maximum p et l'on aura 


<K+p, 
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d’où 
K 
RTE 
Ainsi p ne peut pas devenir infini, et, par suite, le 


(z— a)" 


reste de la série ui est moindre que 4 M" 
5 (8), q : n Te 1.2...27 


tend vers o, ce qu'il fallait démontrer. 


616. On arrive encore à la formule (8) (615) par la 
méthode suivante. 


Posons 
Z = ly + U, + us +..., 


Uo, Us, Us,..., étant des fonctions de x que nous allons 


s E Š T 
déterminer. On doit avoir e Rz ou 
dx 


d'u, d'u, d'u, i 
E SEI de t=Ru+Ru +... 


Or on satisfera à cette équation en posant 


d'u d'u, d'u, 
PRE Paie ET Das. 
E It i = hp ur x =a 
n supposant que l’on ait u, = A, = B PO = 4, 
du, du, 


et que u,, Us,..., >. +, s’annulent pour x = 4, 


dr? de 
on tire de là 


u= A+B(z—a)=t, 


x z 
lt, =Í de [ Rtdx, 
a a 


On démontrera ensuite la convergence de la série 
Z= +H u, + +... 
comme on l'a fait plus haut. 


Fe : i d"z 
On traitera de la même manière l'équation nF Rz, 
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et lon aura une série où chaque terme s’obtiendra en 
multipliant le précédent par R dx” et intégrant m fois. 


617. Comme application de cette méthode, considé- 
rons l'équation du second ordre 


(1) ——= = 42"3, 


à laquelle se réduit l'équation dite de Riccati 


d 
(2) Z H= ar, 
en posant 
__ + dz 
ET z dr 


Pour plus de simplicité, supposons æ = 1, et prenons 
toutes les intégrales indiquées au numéro précédent, entre 
les limites o et x : nous aurons 


t=A + Br. 


Multipliant par x"dx* et intégrant deux fois entre les 
limites o et x, il viendra 


Az”? TA Bz"+: 
m + 1) (m +2) m +2 im+3) 
{ 


= 


Nous aurons de même successivement 


” A x2n+s 
Bzr+s 
À Tu 3)Qn+3) (on + fem +5) 
Ax2ts 
(m +1) (m+2) (2m +3) (2m + 4)(3m + 5)(3m +6) 
Baat 


ti (m+ 2)(m + 3)(am + 4) (2m + 5) (3m + 6)(3m +7) 


lta 
n; = 


et ainsi de suite. 
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Par conséquent la valeur de z sera 


am? TH 
TT +1) Gra emar anaa +4) 


g™mte 


aus (m+ 1) (m+ 2) (2m + 3) (2m +4) (3m + 5) (3m + 6) FA je 


a+ amts 
hé (m + 2)(m + 3) vi (m + 2) (m + 3) (2m + 4) (2m+ 5 
am: 


2 (m + 2) (m + 3) (2m + 4)(2m+5)(3m + 6) (3m +7 Eo 


Quand m = 0, cette formule se réduit à 
Epe ee 
A 4 BR Nee 


qui est bien l'intégrale de l’équation 


INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE À L'AIDE 
D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


618. Soit l'équation 
d'y  m dy 
dx? + x dx 
m et h? désignant deux constantes : admettons que son in- 


tégrale puisse être développée en série convergente pro- 
cédant suivant les puissances ascendantes de x, et posons 


y =Azt+BaË +... Lr? + Mat +... 


En substituant cette valeur dans l’équation, on aura 


Aaļa—1)| 2*4 BE(6—1)| 2T? +...+Mplp— i) |27... 


+mÀz +mBE +mMp 


HPA” 2h Bat F.. HPL aM... 


Pour que cette équation soit identique, il faut d'abord 


que l’on ait 
x(x—1+m)=o, 


c'est-à-dire & — o on a — 1 — m. 
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Si l’on prend d’abord a= o et que l’on procède comme 
il a été indiqué au n° 611, on trouvera la série 
À kr? ha 
Aug ; (mi) ram +ilm+3) La 
Si l’on fait au contraire 4—1—m, on aura par le 
même procédé 


mr ha? hat 
FRE [:- OE 1. 2. (3 — m) ==") 


Yı et ya sont deux intégrales particulières contenant cha- 
cune une constante arbitraire. Leur somme y, +7, sera 
donc l'intégrale générale. 


619. On peut remplacer les séries y, et ys par des 
intégrales définies. En effet, entre les coefficients L et M 


de deux termes consécutifs dans la série y, , on a la re- 
lation 
BL —Mp{i — m—2p). 


Or, on déduit de la formule (B) (I, 372) une relation 
analogue entre deux intégrales définies, savoir : 


27 2p—1 2% 
cos? g sin™—' gd az= — cosP—’asin™'ada. 
o 2p + m=i Jo 


Le rapport de ces deux intégrales est, à un facteur con- 


k 1. abar 
stant près, égal au rapport z? si donc on pose 
27 
M=4, f cos? g sin™—'ada, 
o 


27 
La, [ cos ?—? a sin" ada, 
o 


on aura 


5 d ni Ipae a h 


L Eo apru-  pli—m—2p) 
TA 


donc Ap = ———— å 
(2p — 1)p 


p = 
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D’après cette formule et comme A, n'est autre chose 
que À, on aura 


2h? k 4h'A (— 242} 
x | HER HT M a DRE 2p 


et, par conséquent, 


— 2/2) r 
M; = Np oridi [ cos? a sin™—' a da, 
1.2...2p Jo 
— 2h Pr’? 3 
et Yi = > RÉ Ai r= s cos? a sin”"—'ada, 
o 


ou bien 


ma 2kzx'cos8z 4h'atcos‘a 
A&A sin™—'ad (EEE pieren R ls 
d f : ue L rig cr LND ) 


\ 


Mais l'expression entre parenthèses égale cos (hæ ÿ2cosx). 
On a donc enfin 


z ss 
fi =a f cos(Ax y2cosa)sin"— adz. 
o 


La seconde série se déduit de la première en changeant 
m en 2 — m. On aura donc 


z 
J:= waf cos(x V2cosa) sin" x da 


620. La valeurde y, devient illusoire quand on a m=o 
ou m <o. En effet, si m =o, l'intégrale 


z m 
F4 cos (hæ y2 cosa) sin”— ada 
o 


est plus grande que 


k désignant une quantité moindre que la plus petite 
valeur de cos(kx \2cosa) quand g varie de o à m. Or, 
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zd : « 
f = =% . Donc la première intégrale est infinie quand 
o 


m= 0, et à plus forte raison quand on a m <o. 

De même la seconde intégrale n’aura une valeur finie 
que si 2—m est positif. 

Donc y; +y ne représentera l'intégrale générale que 
si m est compris entre o et 2. En dehors de ces deux 
limites, l’une des deux formules tombera en défaut, mais 
l’autre subsistera et servira à trouver l’intégrale générale 
par le procédé du n° 608. 


621. Examinons maintenant quelques cas particuliers. 
1° m= 0. L'équation se réduit à 


d? 
TE +2kły =o. 


Pour déduire son intégrale des formules précédentes, ob- 
servons que la valeur de ys, qui est encore admissible, se 
réduit à 


z 
Hi = Az $ cos(hæy2cosa)sinada 
o 


a" ki A 
——> | cos(hx zcosa)d.(hæ y2 cosa) 
h y2vJo 
= Csin (Ar y2). 
Au moyen de cette première intégrale on trouvera 


y = csìin(hx V2) + cos (4x2). 


2° m= 2. La valeur de y, est illusoire, mais celle de 


y, subsiste et donne Csin (hx V2) pour intégrale parti- 
culière. On en déduit l'intégrale générale 


PA csin(Ar y2) + c'eos (x Va) 


> T 


3° m—1. Le rapport de yı à y, est constant, et ces 
I. 2° édition. 10 
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deux intégrales ne sont plus distinctes. Dans ce cas, on 
posera m = 1 + h et l’on appliquera le procédé de d’A- 
lembert. 


EXERCICES. 
l’ l 
: PA rga +) = 0. 


SOLUTION. 
x a Ci 
x=€ ap ma + (ras À sk 


intégrale particulière. ` 


dy EE 
PE ES 


+y=0 ou z +y = 0. 
SOLUTION. 


Fe z* x 
FA (ie ee o) 


intégrale particulière. 
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QUARANTE-NEUVIÈME LECON. 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 


Élimination d’une variable entre deux équations différentielles. — Sys- 
tèmes d'équations du premier ordre équivalents à une ou plusieurs 
équations d’un ordre quelconque. — Théorèmes sur les intégrales des 
équations simultanées du premier ordre, — Intégration des.équations 
simultanées du premier ordre. 


ÉLIMINATION D'UNE VARIABLE ENTRE DEUX ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES, 


622. Soient 


( dy d'y dz 7) 
f Ly Yy 0e — … == 


dx dx” 2 dx’ dzej) 7 2x 
F >. AF d'y. dz diz\ 
Ty Jy F Pe a Z, FA ? 2) = , 


deux équations qui renferment deux fonctions y etz d’une 
variable indépendante x et leurs dérivées de divers ordres. 
En éliminant y entre ces équations, on obtiendra une 
équation différentielle à une seule variable et dont l’inté- 
gration fera connaître z. 

Pour opérer cette élimination, on différentiera n fois 
la première équation, et m fois la seconde; on aura ainsi 
m+n+2 équations entre lesquelles il sera possible 
d'éliminer par les moyens ordinaires de l'algèbre les 
d? y dite 
da? darts 
finale sera, en général, d’un ordre égal au plus grand des 
deux nombres n +p, m +q; toutefois cet ordre peut 
être moindre, si l’élimination a pu s'effectuer sans em- 
ployer les m +n + 2 équations. 


3 d P . 
m +-n +1 inconnues y, SE + L'équation 
i ax 


623. Plus généralement, si l'on avait r équations dif- 
férentielles contenant une variable indépendante x et r 
fonctions y, z, u,... de cette variable, on éliminerait y 
entre ces r équations, ce qui donnerait r— 1 équations 
entre z, u, etc. On éliminerait ensuite z entre ces r — 1 

10. 
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équations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi à une 
équation diflérentielle ne renfermant plus qu'une seule 
des fonctions inconnues. 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE ÉQUIVALENTS À 
UNE OU PLUSIEURS ÉQUATIONS D'UN ORDRE QUELCONQUE. 


624. On peut remplacer une équation différentielle 
d’un ordre quelconque à deux variables par un système 
d'équations simultanées du premier ordre, en représen- 
tant par une lettre chacune des dérivées, excepté celle qui 
est de l’ordre le plus élevé. Ainsi l'équation 
0 (en 2 5, £2) 


T J> Ta? dr de 


est évidemment équivalente aux équations suivantes.: 


dy ’ dy" ” 

EP J > As 9 , 

(2) i 
f(z, F9 a DE ja 

dæ 


625. De même les équations 


d d" dz dPz 
t(z, Ja reis To Z, Fi The 


dy d'y dz diz 
F(z, sE De CE Tan. ts Tjo 
dans lesquelles nous supposerons m >n, q> p, peuvent 
ètre remplacées par le système des équations du premier 


ordre 


(3) 


=! dy! dy) 

Fos Pr AS UE nr 

dz dz d.z'1—3) 

Fe ; TZ = To N 
(4) 3 


d.y("—') 
f(z R ES D r RE #)=o, 


4 d.2(11) 
rx, UE UE CRUEL de LE NEO )=o. 
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En général, étant donné un nombre quelconque d'é- 
‘quations différentielles renfermant une variable indépen- 
dante et plusieurs fonctions de cette variable, si l’on re- 
présente ces dérivées, à lexception de celles dont l’ordre 
est le plus élevé, par des lettres, on aura un système d’é- 
quations simultanées et du premier ordre qui sera équi- 
valent aux équations proposées. 


THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE. 


626. Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait 
trois équations différentielles simultanées et du pre- 
mier ordre entre une variable indépendante x et trois 
fonctions y, z, u de cette variable. On pourra en gé- 
néral résoudre ces équations par rapport aux dérivées 
LL dz du 


nm qe” Tet les remplacer par des équations de la forme 


dyng a A E PE AN: 
a E d Pha P 
ou 
dr dy dz du 
(1) — Z — E Á— o p 
iah a a 
P, Q, R, V étant des fonctions déterminées. Le problème 
proposé revient donc à établir entre les variables x, y, 
z, u des relations telles, que les différentielles de ces 
variables soient proportionnelles aux fonctions P, Q, 
R; N- 

Je dis maintenant que les relations cherchées doivent 
contenir trois constantes arbitraires., En effet, les équa- 
tions (1) déterminent seulement les accroissements infi- 
niment petits des variables y, z, u pour un accroissement 
infiniment petit de x. On peut donc prendre à volonté 
les valeurs de y, z et u pour x=a. En raisonnant 
comme on l'a fait dans le cas d’une seule équation difé- 
rentielle (549), on voit que y, z et u sont des fonc- 
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tions déterminées de x, dépendant nécessairement de 
leurs valeurs initiales, qui sont tout à fait arbitraires. 
Les équations intégrales doivent donc gontenir trois 
constantes arbitraires. Ces constantes peuvent d’ailleurs 
être remplacées par d’autres ayant avec elles des relations 
arbitraires, pourvu qu’on puisse déterminer les nomvelles 
constantes de manière que y, z et u aient des valeurs 
données correspondant à une valeur donnée de x. 


627. On arrive à la même conclusion par la série de 


sp z dy 
Taylor. En effet, si l'on représente par Yas (Z). etc., 


les valeurs de y et de ses dérivées pour x= a, om aura 


Y =Ja + (Z). =a) + (T) E Eiki 


Ensuite, des équations 
d 


dy Q dz 


— e -R — 
’ =P = — 3 


dz P dæ 


RI PT. g 
on peut déduire — en fonction de x, y, z, u; par con- 


da" 
i d'y P ns à 
séquent (2). dépendra des valeurs arbitraires attri- 


buées à y, z, u pour x—a. Donc le développement de ) 
contiendra trois constantes arbitraires. Les valeurs de z 
et de u dépendront aussi des mêmes constantes. 

Les raisonnements qui précèdent s'étendent évidem- 
ment à un nombre quelconque d'équations. Par con- 
séquent m équations du premier ordre entre m + ı 
variables, et qui peuvent étre mises sous la forme (1), 
admettent toujours m intégrales contenant m constantes 
arbitraires. Ces constantes doivent être telles, que l’on 
puisse donner à m des variables des valeurs arbitraires 
pour une valeur quelconque attribuée à la (m + 1)?” 
variable. 


628. On a supposé que les équations proposées pou- 
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dy dz du 

dz dr dx 
Dans certains cas particuliers cette résolution est impos- 
sible. Par exemple, si l’on avait 


dy Le PET 
a: (db ECS 


AAC PE AE 
#2 dx ? FONA 


vaient être résolues par rapport aux dérivées 


(1) 
| 


en cherchant à éliminer l’une des dérivées, on trouverait 
l'équation 
(2) Jy—22 = 0. 


Cette équation peut remplacer l’une des deux proposées. 
Eu portant la valeur de y qu’elle fournit dans la pre- 
mière des équations (1), on aura 
= +5z=o, 
d’où Pon déduit 
5x° 
— 


z= C0 — 


Ainsi, quand on ne peut pas résoudre le système pro- 
posé par rapport à toutes les dérivées, le problème se 
simplifie, parce qu’il existe alors entre les variables un 
certain nombre de relations algébriques, au moyen des- 
quelles on peut faire disparaître les dérivées dont le 
système n’a pu fournir la valeur. Mais, dans ce cas, 
le nombre des constantes n'est plus égal au nombre des 
fonctions. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES DU PREMIER 


ORDRE. 
629. Soit 
o) dz dr d _ du 
RER N a RS | 


un système d'équations simultanées. Nous avons vu qu’il 
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existait trois équations intégrales, 


F, (x, Fo Ui. 3,C3 c) = 0, 
(2) A EEE E PEIE TE A 
F; (zx, y, z, 4, c, c, c")=0, 


c, c', c” étant des constantes arbitraires. Ces équations, 


résolues par rapport aux constantes, peuvent être rem- 
placées par le système 


(3) ac, 16 =; vie", 


x, 6, y désignant trois fonctions de x, y, Z et u sans 
constantes arbitraires. On peut donc trouver trois fonc- 
tions de x, y, Z, u qui conservent des valeurs constantes 
quand on y fait varier simultanément toutes les va- 
riables. 

Remarquons d’abord que les fonctions P, Q, R, V ne 
peuvent pas être à la fois identiquement nulles, car les 
équations (1) n’offriraient alors aucun sens. 

Admettons que P ne soit pas identiquement nul et 
prenons x pour variable indépendante. Je dis que P ne 
pourra pas même s’annuler constamment en vertu des 
équations (3). En effet, l'équation P = o ne renfermant 
pas de constante arbitraire, on ne pourrait pas se donner 
à volonté des valeurs de y, z, u pour une valeur quel- 
conque de x. 

Supposons donc P différent de o. En diflérentiant 
l'équation g = c, on a 


da da dz dz 
-= — d — — = 0; 
7 dx + Pr ly + F dz + a du o 


Mais « =c étant une intégrale des équations (1), les 
différentielles dx, dy, dz, du doivent être proportion- 
nelles à P, Q, R, V; on aura donc 


E da da do. da 
) P— — — — = 0- 
(5) dr LV 7: + A dz i Kan £ 
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Cette équation doit être identique ; autrement elle éta- 
blirait une relation entre les variables x, y, z et u et l’on 
ne pourrait pas donner des valeurs arbitraires à y, Z, u 
pour une valeur particulière de x. 
On aura donc les trois équations identiques 


dz dz da da 
= AR er 
a re gr dz aj ae 
16 d8 dé d 
6 /p° 2 sis Æ 
(6) dx ae dy R dz du e 
dy dy dy dh: 
SENS VOS | 


630. Réciproquement, si l'on trouve une fonction 9 
des variables x, y, z, u, sans constante arbitraire, telle, 
que l’on ait identiquement 


f d3 d9 dà d9 
(1) r mai Ta 
l'équation 

be 


sera une intégrale des équations simultanées 


dr : -d, dz du 
(2) — = T = — n > 
P Q R V 
En effet, on a 


dì dð dy dô dz d9 du | s 
ge KT ES 3 


dû = dx | —+ — -e= AE 
j (T+T de" dz dx Va dx 


/ 


donc y, z et u étant des fonctions de x telles, que l’on ait 


dy: +Q dz R du vV 
le P> de P. r P 
on aura 
d9 do dû de : 


di = = 2% 2 az A 
P(e r a at 


mais la quantité renfermée entre parenthèses est nulle 


http://rcin.org.pl 


154 COURS D'ANALYSE. 
par hypothèse, donc 
= 0, 00 A 

Il suit de là que si l'on trouve trois fonctions æ, 6, y qui 
substituées à 5 satisfassent identiquement à l'équation (1), 
les équations 
(3) mes) 60= 0; yet 
seront les intégrales des équations (2). 


631. Des intégrales (3) peuvent se déduire une infi- 
nité d’autres, car x, y, Z, u variant de manière que 
les fonctions g, 6, y conservent une valeur constante, 
toute fonction de la forme ọ(æ, 6, y) conservera aussi 
une valeur constante. 

On peut d’ailleurs vérifier directement que l'équation 
(4) gla, 6, y)=c 
est une intégrale des équations (2). En effet, on a 

de _ de da de d8 do dy. 
dx  dadx ` dé dr ` dy dr’ 
dọ _ de da FE dọ d8 dy dy 
5 Jdr de dy  d6 dy dy dy” 
(5) de E; de da de dê dy dy 
dz da dz dé dz dy dz’ 
do _dẹə da dọ dê dg dy 
| du dadu d6 du dy du 

Si l’on multiplie ces équations respectivement par 
P, Q, R, V et qu'on les ajoute, le second membre sera 
nul en vertu des équations (6) du n° 629. On aura donc 

l (4 d d 
EAEN RST EVE 


— 5 0; 


dy dz du 


c'est-à-dire que ọ mis à la place de 9 satisfait à l'équa- 
tion (1). Donc ọ=c est bien une intégrale des équations 


proposées. 
632. On peut même démontrer que toute fonction 9 
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de x, y, z, u qui satisfait à l'équation 
(1) PR + QD HRT VE 0 
doit se réduire à une fonction de x, 6, y. En effet, soit 
(2) =u (T, Y, z; u); 
posons 
(3) «ff au) CSA zu), FEl y 2u) 
on peut tirer de là les valeurs de y, z, u en fonction de g, 
6, y etx; en les substituant dans la valeur de 6, on aura 
(4) 0= rx, 6, y, æ). 
Or, je dis que x ne doit pas entrer explicitement dans 


cette équation. En effet, en mettant cette valeur de 9 dans 
l'équation (1), on aura 


da ds 46 de ‘dy dd 
dr da dr d8 dr a) 


Í P (Z dz dr dé -dr dy a) \ 


réa stas 


(5) 
LR (z da dr d8 dr 2) 


I 
c 


Le aida ay E 
+V dr da dr dî 4 dr dy 
À da du dé du dy du ] 
Mais les fonctions +, 6, y satisfaisant à l'équation (1), 
l'équation (5) se réduit à 


dr 
P DE = 0, 
ou à dr 
da e 


puisque P ne peut être nul que pour des valeurs parti- 
culières des variables. Ainsi la fonction z ne contient 


pas x explicitement et se réduit à une fonction de g, 
P 
6, 7. 
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CINQUANTIÈME LEÇON. 
SUITE DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 


Équations linéaires : cas de deux équations, méthode de d'Alembert; — 
cas de trois équations. — Réduction du cas général au cas où les équa- 
tions sont privées de second membre. — Méthode de M. Cauchy. — 
Remarque sur les équations linéaires. 


CAS DE DEUX ÉQUATIONS, MÉTHODE DE D'ALEMBERT. 


633. Si l'on a deux équations linéaires du premier 
ordre entre une variable indépendante x et deux fonc- 


tions y et z de cette variable, en éliminant tour à tour 


d d 
T et D on obtiendra deux équations de la forme sui- 


vante : 


dx 
(1) « 
dz > ; 
| riai Aaah hie 
P, Q, V, P', Q’, V’, désignant des fonctions de x. 

On pourrait appliquer à ces équations le procédé d'éli- 
mination exposé plus haut (622), et Pon parviendrait à 
une équation linéaire du second ordre ne contenant 
qu’une seule fonction inconnue; mais il est plus avanta- 
geux d'employer la méthode suivante, qui a été imaginée 
par d’Alembert et perfectionnée par Ampère. 

Ajoutons les équations (1) après avoir multiplié la se- 
conde par une indéterminée 9 : nous aurons 


dy 
| T+Pr+Q:=V, 


(2) +0 + (P+P6)y + (Qo) = V+ Vo. 


Si 8 était une constante, © _ D +0 T Ž serait la dérivée de 
y+ 9z; posons donc 
(3) t= y + bz, 
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il en résulte y = t — ĝz et 


dy üds dt _ 49 
dx dx dz dx 
L'équation (2) devient alors 
dt d9 
fl ie x — ÿz , = 1. 
(QG) R—s +(P+P'0)(e—07) + (Q + Q0)s =V+V'0 


Comme z n'entre ici qu'à la première puissance, on 
éliminera cette fonction en égalant son coeflicient à zéro 
et l’on aura les deux équations 


dð 


6) L+(p+P9)0—Q—Q0=0, 
(6 d eg p'o)e— v= vi 0 
(6) tt = 0. 


L'équation (5) ne contient que 8 et x; elle détermine 
donc 8. Mais, quoique du premier ordre, elle n’est pas 
linéaire, et l’on ne saura pas en général l'intégrer. Cepen- 
dant, si l’on en connaît seulement deux intégrales parti- 
culières 0, et 8,, la question proposée pourra être résolue. 

En effet, ces intégrales particulières étant mises à la 
place de 9 dans l'équation (6) qui est linéaire, on obtien- 
dra deux valeurs correspondantes de t, t, et tz, contenant 
chacune une constante arbitraire. On aura ensuite y et z 
au moyen des deux équations 


T+Hbz=t, +h kh. 


Les valeurs de y et de z ainsi obtenues contiendront 
deux constantes arbitraires, puisque /, et /, en contien- 
vent chacun une. 


634. Dans le cas où les coefficients P, Q, P’, Q/ sont 
constants, on peut supposer constant dans l'équation (5), 
qui se réduit alors à 


(7) (P + Pojo — Q — Q0 = 0. 


Cette équation est du second degré et donne deux racines 
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constantes que l’on peut prendre pour 8, et 4, si ces ra- 
cines sont inégales. 

Si les racines de l'équation (7) étaient égales, on n’au- 
rait qu'une valeur de 6. Mais dans ce cas l'équation (5), 
en supposant f variable, peut se mettre sous la forme 

d9 


Le + P'(0— 24} = 0, 


d9 


ce Ua) 


+ P'dr = 0, 


équation dont l'intégrale générale est 


0— eee.. 
o Pea 


Comme on n’a besoin que de deux valeurs particulières 
de 9, on les choisira de la manière la plus simple en fai- 
sant successivement c = 0, c = % , d'où 


en Ed 


(AA 


Les équations (1) peuvent donc toujours être intégrées 
quand les coefficients P, Q, P’, Q sont constants. 


INTÉGRATION DE TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


635. La méthode précédente s'applique avec quelques 
modifications à l'intégration de trois équations linéaires 
simultanées à quatre variables x, J, Z, u. Ces équations 
peuvent d’abord être mises sous la forme 


d 
+ Pr + Q4 Ru =V, 
{I dz P'y 1. , = V!' 
(1) mt Pr+Q:+R'a=v, 
2x + Py + Q'2+ Ru =V" 
\ dr à TAr 


Ajoutons ces trois équations après avoir multiplié la 
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seconde par 8 et la troisième par À. On a ainsi 


dy dz dy À 3 
eaa ASE (PIS PIE EP Ay 


dx 
(4 +(Q QOQ) + (R R0 + R’à)« 
=V+V0 + V” 
Posons 
(2) rx +0z+dhu=t, 
x d dt dð d) 
d'où AE ne Lo E PR AR, 


dr dx dx dx dx dx 
L’équation (1) devient 
/ dt dà d). ' " 
Ne D LD e 6 À —z— 
ral die RS AP 1(e *) 
; | +- (Q+ QO + Q'2)3 + (RR'0 + R”X) u 
=V + VOV”. 


Cette équation ne renferme z et u qu'au premier degré. 
En égalant à zéro les coefficients de ces variables, on ré- 
duira donc l'équation (3) aux suivantes : 


(4) as +(P+P'0+P"1)9 R mgo, 


\ dh , #\3 ’ fs. = 
(5) dure 0 + P”})à — R — R’ 9 — R”) = 0, 


(6) a -+ (P 4926 + Prije VV VN 0 

Les deux premières équations ne contiennent que 8 et y : 
elles sont du premier ordre, mais non linéaires. On ne 
sait donc pas les intégrer en général. Néanmoins, si l'on 
connaît trois intégrales particulières 9,, 9, 9, et trois va- 
leurs correspondantes À,, à», }s, on pourra déterminer les 
intégrales cherchées. En effet, pour un système de valeurs 
simultanées 9, et À,, l'équation (6) qui est linéaire et du 
premier ordre donnera une intégrale correspondante f;, 
contenant une constante arbitraire. On aura de même 
deux autres valeurs t, et /, correspondant aux deux autres 
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systèmes 8, et À, 8, et },. Les trois intégrales seront donc 


FY+iz+huzt, 
(7) J+ hz huh, 
| y+ bz hu =t,. 
Les valeurs de y, z, u qu'on en déduira contiendront 
chacune trois constantes arbitraires. 

636. Dans les cas où les coefficients P, Q, R, P',.... 
sont constants, les équations (4) et (5) sont satisfaites 
par les valeurs constantes de 8 et de À que déterminent 
les équations 


(8) (P + P'O + P”))o — Q — Q9 —Q"1—0, 
(9)  (P+P'0+P’i)1—R—R6—R'I—0. 

En portant dans la seconde équation la valeur de À 
tirée de la première, on aura une équation du troisième 
degré en 8, qui fournira, en général, trois valeurs dis- 
tinctes de cette variable 6,, 0s, 0s. L'équation (8) étant 
du premier degré en À, fournira trois valeurs correspon- 
dantes À;, À, Às. 

L’élimination peut se faire de la manière suivante. En 
posant 


(10) P+ P'o + Pi =p, 
on aura les trois équations 
P— p4 POPNE, 


(11) Q + (Q'—p)0 +Q = o0, 
| R+R'6+(R"—p)}1= 0. 


L'élimination de 0 et de À entre ces trois équations 
donne l'équation finale 


(p — P) (p — Q') (p — R”) | 
— R'Q’(p—P)—RP"(p— Q')— QP'(p— R’) } = 0. 
— QR'P"—RP/Q” 


Soient p;, ps, ps les trois racines de cette équation. 
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L'équation (6) prenant la forme 


` 
dt 
A = ot =V V0 + V”), 
dx r 


on aura (511) 


= eT el [e + five vera]. 


On déduit de là, en remplaçant tour à tour p par p1, P2, ps, 
trois valeurs de t, savoir 7;, t, tą contenant chacune une 
constante arbitraire. Le système proposé aura donc pour 
intégrales les trois équations 


p+r aumente + five VOV u Jer Ede | A 


pa 0,2+ hu = nefa+ f (v+ ViVe ra | ET 


y+bsthu=me at eat [V4 va va )entar TAT 


AUTRE MÉTHODE. 


637. On peut suivre dans l'intégration des équations 
linéaires simultanées la mème marche que dans les équa- 
ions différentielles ordinaires, c’est-à-dire ramener le 
cas général au cas des équations privées de second 
membre. Nous allons effectuer cette réduction dans le 
cas où les coefficients des premiers membres sont con- 
stants. 

Remarquons d'abord que si l’on connaissait trois sys- 
tèmes de fonctions (V1, Z1, U1), (Ja, Za, Us), (Js, Zs, us) 
satisfaisant aux équations 


dy 


TT EEEE ER =o 
dz i 4 
(1) a eyst R u= o, 
d 
A + Py Q"z+R”"u=0, 
| dx 
I, ae édition. 11 
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on y satisferait encore en posant 
J =C Jit aJt CVs: 
. 2= Cu + C% + Ci 
Uu = Cl + Cols + Colss 
comme on s'en assure par la substitution, et l’on aurait 
les intégrales générales puisque ces formules contiennent 


trois constantes arbitraires €, C:, C3. 
Cherchons maintenant à résoudre les équations (I) par 


des valeurs de la forme 
(1) y= PE, sepe PA u—=ve P*, 


p, p, » désignant des constantes inconnues, La substitu- 
tion de ces valeurs donnera les équations 
| P — p+ Qp +R» =0, 
(2)  P+(Q— pe +R» = 0, 
P+ Qg + (R”— p )» = 0. 
L'élimination de y et de y entre ces équations conduit à une 
équation du troisième degré en p, la même que l'on a dé- 
duite (636), par l'élimination de 8 et de À, des équations 
P— p+ P'0 + Prha 
(3) Q+(Q' — p) +Q = 0, 
| R + R’9 + (R” — p) = 0, 
car on arriverait à ce dernier système en ajoutant les équa- 
tions (2) respectivement multipliées par 1, 9 et À, et en 
déterminant 6 et À de manière que les termes qui contien- 
nent p et y disparaissent d'eux-mêmes. 
Les trois valeurs de p étant désignées par p1, pa, Ps, Ct 
les valeurs correspondantes de p et de y par p, He, Us, 
Yi, Ve, Vs, On aura trois solutions particulières d’où l’on 


déduira la solution générale 
y=ne Pr oeT Pit + cze PT 
(4) z= pe A Hope Pr +cspse Pa, 


| u = ever AT LE eye Pat pepe PT: 


\ 
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638. Prenons maintenant trois équations avec second 
membre 


| d 
Py + Qe + Ra à À 
dz 0 0 OPEN 
(11) rt Pr + ze + Ru =V, 
du m v nn, vu" 
| a EPI z+ Rav”. 


Cherchons s’il est possible de satisfaire à ces équations 
par l'expression (4), mais en y regardant c,, €s, €, comme 
des fonctions convenables de x. On aura 

d 


a = — pee PF —PaC10T PaT + pacseT Pi” 


de, de, de, 
D E E A med QU E 
ai dæ EAS dx su dx 


à à dz du F 
On aurait de même T U En substituant ces valeurs 
ar 


dans les équations (11), les termes qui renferment c,, c3, €; 
sont nuls en vertu des équations (2), et il reste 


embi” a Here eee D j 


de, d di 
(5) (me maT T + pe PT p =- peT T ENA 


d di de, 
nep? 5 taema D + neat TE R 4 


De ces équations on tirera les valeurs 


6 de, e3 de, Aanes de, _ 
(6) Eert Se. 7 23 TA de 


X13 X2; Xs élant des fonctions de + : d'où l’on conclura 


|‘ = fade + c, 


Ca = [ras + C, 


| ĉi = [rte G. 


(7) 
11. 
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Ces valeurs, substituées dans les formules (4), donneront 
les intégrales du système (II). 


MÉTHODE DE M. CAUCHY. 


639. Soit proposé d'intégrer le système 


Fa 
Aer + Qz +Ru =F(z), 
dz #, L 

(1) í qp TPI +z + Ru = Fi(z), 
x 
du 


Tor P'y + Q"z + R'u = F;(x). 


Cherchons des fonctions Y, Z, U qui, substituées à la 
place de y, z, u, vérifient les équations 


! dy 
+ Pr + Qz +Ru =0, 
dz ; ` F 

(2) con Pr +0 Ra —0, 


du * z 
DORE z+R'u—=0, 


et telles, que pour x= æ on ait 
M—=E(a), ZSF) U=EF,(a). 

Pour trouver des fonctions Y, Z, U qui remplissent ces 
conditions, il suffira de déterminer les constantes qui en- 
trent dans les intégrales générales du système (2), 

T= (£; ci, C3-63); 
(3) 2 = pi (t Cia Cy C) 
u =l Cis C35 cs), 
de manière que l'on ait 
F (a)=#? (2, Cis C23 c), 
(4) t F(a) =g, Ci, © 6s) 
F(a) = ques Ci, c35 6). 


On aura les fonctions cherchées en portant dans les équa- 
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tions (3) les valeurs de c,, Cs, cs déduites des équa- 


tions (4). 


640. Maintenant je dis que les équations (1) seront 
satisfaites en posant 


zx x x 
Pak Yda, A à Zda, u sl Udz, 
o o o 


En effet, d’après l'hypothèse, on aura 


dy al à à 


et, en substituant dans la première des équations (1), 


F(x) -F ax +e f Y da +- ef Zda 
o 
+f Uda + F(z). 


Ceute équation est identique, car elle revient à 


s d 
$ da (TZ + PY + QZ + RU) = 0, 
5 dx 


et la quantité renfermée entre parenthèses est nulle par 
hypothèse. On vériliera de la même manière que les deux 
autres équations du système sont satisfaites. 

On a donc une solution particulière du système (1) : 
désignons-la par ( Y1, Z1, u, ). Mais si dans les équations (1) 
on remplace Jı Z, U par y HYis Z+ Yi, U+ Uu, On 
obtiendra le système (2). Donc en ajoutant aux valeurs(5) 
les intégrales générales (y, z, u) des équations privées 
de second membre, on aura intégré complétement le sys- 
tème (1). 


REMARQUE SUR LES ÉQUATIONS SIMULTANÉES, 
641. Soient 
(1) f(x, Y, rs & 7)=0, 
F(z, YF a e= o; 
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deux équations simultanées du premier ordre, dans les- 


quelles y’ et z’ désignent Air Soient 


g(x, a, b), 


(2) f 


—=%(z, a, b), 
les intégrales complètes du système (1), a et b étant deux 
constantes arbitraires. Les équations (1) doivent devenir 


identiques quand on y remplace y et z par les valeurs (2). 
Donc si l’on pose 


(3) i= o= 


NE du d'y dy’ 
doi de dadx da 

do __ d'z aE. 

du dadx da’ 
on aura, en différentiant par rapport à a les équations (1), 


af df du af df dv 
RE en = 
pÆ dF du dF dE do 
A PR À CRE EU ti 


(4) 


On arriverait encore aux équations (4) en posant 


dy dz 
5 = — = — 
(5) EE | 4 
et en diflérentiant les équations (1) par rapport à b. Il 
suit de là que si l’on considère u et v comme des fonctions 
inconnues, le système (4) admettra les solutions particu- 


lières (3) et (5). Doncses intégrales générales seront (637) 


. 1 r 
H— À 2 -+B AN 
da db 
(6) 
A dz dz 
PART Gen PAT 
da db 


A et B désignant deux constantes arbitraires. 
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EXERCICES. 


4. Intégrer les deux équations : 


d dz 
a+ 97 +447 +49:=%, 


dy dz At 
RTE HMS 0 5 


dx 
SOLUTION. 
‘56 ` 1 
A a a Aa ARA i 
Ne à 55,24, , 40 ex as 
3 915,7 
2 D +3r=t 
z dt LE ARE 
dy ca 4 
g Ir ESE 
SOLUTION. 
m 31 5 1 me Rue 
AE E E DE b +3C,e , 
5 
Cr EL ie Cerf 2C, e™. 
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CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES. 


Équations qui se ramènent aux équations différentielles ordinaires. — 
Élimination des fonctions arbitraires. — Équations linéaires et du pre- 
mier ordre à deux variables indépendantes. — Cas de trois variables 
indépendantes. 


ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUATIONS DIFFÉREN- 
TIELLES ORDINAIRES,. 


642. Le problème qui fait l’objet du calcul inverse des 
différences ou des différentielles partielles consiste à cher- 
cher une fonction connaissant une relation entre cette 
fonction, les variables dont elle dépend, et une ou plu- 
sieurs dérivées partielles de cette fonction, prises par rap- 
port à ces variables. 


643. Nous commencerons par le cas particulier très- 
simple, où les dérivées partielles renfermées dans l’équa- 
tion ne sont relatives qu’à une seule variable. Il faut alors 
opérer comme si l’on avait une équation différentielle 
ordinaire, mais après l'intégration on remplacera les 
constantes arbitraires par des fonctions arbitraires des 
autres variables indépendantes. Soit, par exemple, 

du 


da saty 5 


en regardant y comme une constante, on a, 
u= y + C, 
et en remplaçant la constante C par une fonction arbi- 


traire de y, 
u = y + g(r). 
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On trouvera de même que l'intégrale de l'équation 


du DER 
7 + au = 


esL Yu == D); 
o (x) désignant une fonction arbitraire de x. 

644. Ce procédé peut quelquefois s’étendre à des équa- 
tions où entrent des dérivées partielles relatives à deux 
variables, Soit, par exemple, 


d'u du 


(1) de de" 


En posant ds ), ona 
posant — = p, © 
l; dx T? 


A +Hap = ty, 


équation linéaire et du premier ordre qui donne 


(2) p=en|ole) +e f revar |, 


d’après la dernière formule du n° 511, où la constante 
arbitraire c est remplacée par la fonction arbitraire ọ (x). 

Si maintenant on intègre l'équation (2) par rapport 
à x, on aura 


u=ev ['o(e)de + trev fya + Ÿ(2h 


4 (y) désignant une fonction arbitraire de fs 
Comme d’ailleurs 


ay 
free = = (ay — 1), 


et que f'4(x)dx peut être remplacé par une fonction 
arbitraire 7 (x), on aura définitivement 

x? 
12 


u=4(y) +e vale) + > Z (ay — 0). 


a 
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ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 


645. Si entre l'équation 
(1) F(z, y,c)=0, 
et sa différentielle 
dF dF 


— — dy = 
EE T 


on élimine la constante arbitraire c, l'équation résultante 


(2) f(z, Y» Z) =0 


exprimera une propriété commune à toutes les équations 
que l’on obtient en donnant à c différentes valeurs, ct, 
par suite, une propriété relative à la tangente de toutes 
les courbes représentées par l'équation (1). 

Un théorème analogue a lieu pour les équations où 
entre une fonction arbitraire de deux fonctions des 
mêmes variables. Soient, en effet, 


a—fi(x, Yy z) 5= f(x, Y, z), 


deux fonctions déterminées des variables x, y, z; éta- 
blissons entre z et 6 une relation arbitraire 


(3) 6 = g(a). 
P EL de 
osons ou M N 


et diflérentions tour à tour l'équation (3) par rapport à x 
et par rapport à y; nous aurons 


dé dé 2 da EE 


(4) på 
| dê | dé > {da da 
— = q] = — + — q): 
E ma A al EA Y aA 


en éliminant la fonction 9'(æ) entre ces deux équations, 
nous obtiendrons une équation de la forme 


Pp + Qg =V, 
P, Q, V étant des fonctions de x, y, z. 
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Cette équation exprime une propriété commune à 
toutes les équations de la forme 
6— (2) 
et, par conséquent, une propriété commune au plan tan- 
gent de toutes les surfaces que ces équations représentent. 
646. On arriverait encore à l'équation 
Pp+Qg—=Vv 
si les fonctions x et 6 étaient liées entre elles par une équa- 
tion de la forme 
(1) o(x, 6)= 0. 
En effet, on aurait, en diflérentiant l'équation (1) par 
rapport à x et à y, 


/ de de Las dy {d6 dé 
\ztstar) tale a i 


l dy [da dz y dọ [ds _ dê \ 
baala &æ7) nN Ta) 9 
Ces deux équations ne renferment que le rapport des 


FL s d d ETS: 
deux dérivées partielles “7, 22. En éliminant ce rap- 
da d6 
port, on retombera évidemment sur une équation de la 


forme 
Pp +Qg=vV. 


647. On ramène à l’un des cas précédents l'équation 
(1) F[z, y, 3, g(a)] = 0, 
F étant une fonction déterminée, ọ (x) une fonction arbi- 


traire, et & une fonction déterminée f, (x, y, z). En 
effet, si l’on pose 


(2) g(x)=6, 

on aura F(x, r,;3,6)='e, 
d’où résulte 

(3) ERA E 
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Ainsi l'équation (2) établit une relation arbitraire entre 
deux fonctions déterminées des variables x, y et z. 


648. Soient maintenant trois fonctions de quatre va- 
riables, x, y, z et u, savoir : 


EER (s 2 0) CR ra u), y = A(t, Ja 2 0), 
et, ọ désignant une fonction arbitraire, supposons que 
l’on ait l'équation 
(2) alz 6, )=0. 

Posons, pour abréger, 


du du du 


—=p; gh — =T, 


dx 


et différentions l'équation (2) tour à tour par rapport 
à x, y et z; nous aurons 


(z EDE dé +2 (4 - CAR 
da \dz du d6 du LP j 
eS uena i 1+3 Aa. A) =o 
OE TO 
L’élimination des rapports dg. de, de, dt omre ces 


da T d6° dy 


trois équations conduira évidemment à une équation 
aux dérivées partielles de la forme 


(4) Pp + Q4 + Rr = 
649. Plus généralement toute équation 
(1) E 6,..., T OEN 


où ọ désigne une fonction arbitraire et æ, 6,..., À, m, des 
fonctions déterminées de m + 1 variables, conduira, par 
le même procédé, à une équation linéaire aux différen-- 
tielles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctions 
2, 6,..., p, quelle que soit la fonction +. 
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650. ExEMPLES : 
se z+ z= g(x +y) 


En différentiant tour à tour par rapport à x et à y, on 
aura 
p+i= g (2+ y) 


q= {z+ y); 
d’où l’on conclut 
P— q+ 1=0. 
> 
o = 2" = le 
2 zZ 9 (2) 


On aura par la différentiation 


AN NE M PAR] À 
pma) re (2) 
= amie (TZ). 
= # (2) 


En éliminant 9 Y \ etv/(2\ entre les trois équations 
£ nyg 
précédentes, on aura 
PE + qy = mz, 


dz Pa Yeo r 
ie zi dx ? dy ER 


On retrouve ainsi une propriété connue des fonctions 
homogènes (I, 172). 


ÉQUATIONS LINÉAIRES ET DU PREMIER ORDRE À DEUX 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 


651. Soit 
(1) Pe F= 
une équation dans laquelle P, Q et R désignent des fonc- 


, ; ET: S dz 
tions données de x, y et z; p etg les dérivées partielles 7> 


dz 7 : r x : 
A Intégrer cette équation, c'est trouver une autre équa- 
tion 


(2) F(z; y, 2)=0, 
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telle, que les valeurs de p et de q qui s'en déduisent ren- 
dent identique l'équation (1). Or nous venons de voir 
qu'on parvient à une équation telle que (1) lorsque deux 
fonctions 


(3) a =f (z, y, z) 6= f(x, 7,2), 
étant liées par une relation quelconque 
(4) a= 9(6), 


on élimine la fonction arbitraire ọ. Dès lors il est naturel 
de chercher à satisfaire à Péquation (1) par une équation 


de la forme (4). 


652. Supposons donc que l'intégrale de l’équation 


(1) Pp+Q7 =R 
soit 
(2) a= ọ(), 


a et 6 étant des fonctions inconnues de x, y et z. On tire 


de l'équation (2) 


CON (E 
dy r Ikas eh lg 


Il faut qu’en éliminant p et g entre les équations (:) 
et (3) on retombe sur une équation identique ou qui 
devienne identique en ayant égard à l'équation (2). 

Si l'on ajoute les équations (3) après les avoir multi- 
pliées respectivement par P et Q, on aura 


p 


+% 24 (Pr + QE 


ET 


dé 


ROLE d6 NET EE. * 
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ou bien, en ayant égard à l'équation (1), 
dz dz dé dé dé 
(4) Pr = (PT +QT+RT 


Or on satisfera identiquement à cette équation, quelle 
que soit la fonction +, en choisissant les fonctions x et 6 
de telle sorte, que l’on ait 


da da 
3 [Pz pP dy aar i. 
(5) Pr HE 
| dx Q dy ds 


et ces conditions seront remplies (629) si l’on prend pour 
æ.et 6 les fonctions f (x, y, z), fı (£, Y, z) qui, égalées à 
des constantes, donnent les intégrales des équations si- 
multanées 


D'ailleurs, toute intégrale 
(6) F(z; 7, :) =0 


de l'équation (1) peut ètre mise sous la forme (2). En 
elfet, on tire de l'équation (6) 
ae E UE E 

E r A A Ua 
et ces valeurs étant portées dans l'équation (1) qu’elles 
doivent rendre identique, puisque F = o est une inté- 
grale, on aura 
dF dF dF 
PIE PRT = 


dæ 


DTE e 


d’où l’on conclut (632) que F est une fonction de « et de €. 
Donc l'équation (6) équivaut à une relation, æ = ọ (6), 
entre ces deux fonctions. 

De là résulie que non-seulement Féquation (2) 


2= (6). 
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dans laquelle x et 6 désignent des fonctions qui remplis- 
sent les conditions (5) et une fonction arbitraire, satis- 
fait à l'équation (1), mais encore que c’est l’équation la 
plus générale qui résolve le problème. 

On arrive donc à cette conclusion : 


Si 
SF, Y; 2)=C; PAC e z) S 
sont les intégrales du système 


de — 


et si l’on pose 
AVE E) N EA Yid) 
l'intégrale de l'équation 


Pp+Qq=R 
sera 


a= (6), 


ọ désignant une fonction arbitraire. 


653. On satisferait encore à l'équation (4) 


da da da \ ( d8 dé dé 
MISES (6) PANNE RÉ) 
en posant 
da da da ; 
Th Dani o, 9(6) =0, 
ou bien 


dê # dé LR dé G 
— — — = 0 
dx Q dy dz 7 (6) 

Mais ces nouvelles solutions, n'établissant pas en géné- 
ral de relation entre les fonctions x et 6, ne rentrent pas 
dans l’intégrale 

a= (6), 
et constituent le plus souvent des solutions singulières. 


654. On doit remarquer que l'intégrale a — 9 (6) con- 
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viendrait encore aux équations 

dy dy 

P— +R == 

eR A 
dz 
MT: 
dont l'intégration dépend du même système d'équations 
simultanées 


dx 


dz _ dy _ dz 
CAR RE 
655. ExEMPLES : 
1° zp — yq = 0. 
Il faut chercher les intégrales des équations 
dx dy = ds 
Re der di 


qui sont 
EC, SE. 


Donc l'équation proposée est satisfaite par 


z—=g(xr), 
Q désignant une fonction arbitraire. 
2° PL — gay =— f. 
Il faut intégrer les deux équations 
dx, o ayl dei da 
MT io D tp 


La première revient à 
dx dy 
To 


—=— d'où e= azr. 
= o zy 
La seconde revient à 
dr m2 2? dz 
M 6 
I 
On en conclut :=3 Garta, 
2 
d’où z = r — 5 
II. 2° édition 12 
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Donc l'intégrale cherchée est 
? 


y 
z=— 3z =9(2r), 


4 désignant une fonction arbitraire. 


30 P—q=0. 

Solution. z= g(r+7y). 
4 Py — qr = 0. 
Solution. 32= g(x?+ 7°). 


ÉQUATIONS QUI RENFERMENT LES DÉRIVÉES D UNE FONCTION 
DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. 


656. La méthode suivie dans le cas de deux variables 
indépendantes s'étend facilement au cas d’un nombre 
quelconque de variables. Nous examinerons seulement le 
cas d’une équation du premier ordre renfermant les déri- 
vées d’une fonction de trois variables indépendantes. 


657. Soit proposé d'intégrer l’équation 
(1) Pp+Qg+Rr=vV, 


dans laquelle P, Q, R, V sont des fonctions de quatre va- 
riables x, y, Z, u, et p, g, r désignent les dérivées par- 
ticlles de u, considérée comme fonction de x, y, z, savoir 
du du du 
= — = — TE — 
TER C A 
Posons 
| a ACT yit, el 
(2) | 6=fie, a E A 
I5 (2, Y, Z, u), 


J, fis fa étant des fonctions inconnues de x, J, z, u 
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Soit 
(3) a = (6, 7) 
l'intégrale de l'équation (1). 
On tire de l'équation (3) 
| dx da ‘“ de /d6 d6 de {dy dy ) 
fe du d6 \dx ` du dy \ dx du” f’ 
da da de [d6 dê dəy [dy dy 

Ea e E OE E A 


7 
da da de {d6 dê do {dy dy : 
tre (tar) +e (+). 


Ajoutons ces équations, après les avoir respectivement 
multipliées par P, Q, R. Il en résultera, en ayant égard 
à l'équation (1), 


| dx 
dy dé d6 ds dé 
(PR +RE + Va) 


| dé 
d s - d d: 
Ann (pH+o+ntt+ va). 


4 : : pe š do 
Or cette équation sera satisfaite, quels que soient Je © 


do g K A 
i et, par conséquent, quelle que soit la fonction 9, si 


l’on prend les fonctions inconnues x, 6, y, de telle sorte 
que 


(6) dope 0, 0y 0 


soient les intégrales du système 


(7) NN a A 

puisque les trois fonctions (6) rendent identique l'équation 
dý dô d9 dð 

P T +Q d +R— HV 


dz du 
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Dès lors æ, 6, y étant ainsi déterminées et ọ désignant 
une fonction arbitraire, l'équation (3) sera l'intégrale de 
l'équation proposée (1). 

On prouvera, d’ailleurs, qu'on a la solution la plus 
générale du problème proposé en faisant voir, comme au 
n° 652, que toute intégrale de l'équation (1) équivaut à 
une relation entre les fonctions g, 6, 7. 


658. On remarquera, comme dans le cas de trois varia- 
bles (654), que la résolution du système (6) fournira l'in- 
tégrale des équations suivantes : 


re T du he 
659. ExempLe : 
du du du 
(1) AT rer 
Il faut d’abord intégrer le système 
de La Lt de, 
x y z mu 
d’où l’on déduit 
Ž=e, L=e, Ese, 


et, par suite, 
y z 
u =a"ọ (z z) , 
T I 
c'est-à-dire que u est une fonction homogène et du degré m 


des variables x, y, z. L’équation (1) exprime, en eflet, 
une propriété connue des fonctions homogènes (1, 178). 
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EXERCICES. 
1. Intégrer l'équation à différentielles partielles 


NC iah a 
(2—r+2)7 (27 AR 


SOLUTION. Zeeg = 9 (: = <) - 


”1 
Z 


2. Déterminer une surface telle, que le plan tangent mené par 
un point quelconque M rencontre une droite donnée de position en 
un point qui soit également distant du point M de la surface et d’un 
point fixe pris sur la droite donnée. 


Sozuriox. Prenant le point fixe pour origine et la droite donnée 
pour axe des z, l'équation de la surface est 
DH +r= Ty (2). 
ẹ désignant une fonction arbitraire. 


3. Déterminer une surface telle, que le plan tangent mené par un 
point quelconque M rencontre une droite donnée de position en un 
point dont la distance à un point fixe pris sur cette droite soit égale 
à la distance de ce point fixe au point M de la surface. 


SoLurion. Mèmes axes : 


VER =g (2). 
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CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 


Surfaces cylindriques, — coniques, — conoïdes. — Surfaces de révolu- 
tion. — Lignes de niveau, — de plus grande pente. 


SURFACES CYLINDRIQUES. 


660. On appelle surface cylindrique toute surface 
engendrée par une droite indéfinie MN qui se meut pa- 
rallèlement à une droite donnée OD, en s'appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée AB, nommée directrice. 
Soient 
. | f =a3 +a; 

(1) | r = bz 
J -T + e a 6, 
les équations de la génératrice MN : a et b sont des coef- 
cients constants qui expriment que MN est toujours paral- 
Fig. 117. lèle à OD; « et 6 désignent des 
paramètres variables avec la po- 


aj y y 
AEST Y ion de la génératri Soient 
| / n/ É sion de la génératrice. Soie 
| / A TE, 
e sry (a) SRE 
NV UN PRE, 
j à 
ve / / les équations de la directrice AB. 
y On exprimera que cette courbe 


et la génératrice se rencontrent, en éliminant x, y et z 
entre les équations (1) et (2). Si 

(3) ọ (a, 6) —=0o 

est le résultat de cette élimination, il faudra, pour avoir 
l'équation de la surface cylindrique, éliminer æ et 6 entre 
les équations (r) et (3), ce qui donne 


o(x — az, y — bz) = 0, 
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ou 
(4) y —bz2=@(xz— az), 
P désignant une fonction quelconque. C'est l'équation 


la plus générale, en quantités finies, des surfaces cylin- 
driques. 

661. Réciproquement, toute surface dont l'équation a 
Ja forme (4) est cylindrique, car cette surface contient les 
droites parallèles qui ont pour équations 

x — AZ = ty 
y —bz=6, 
les constantes æ et 6 satisfaisant à l'équation 6 = P(2). 


662. Pour avoir l'équation aux différentielles partielles 
des surfaces cylindriques, on différentiera l'équation (4) 
tour à tour par rapport à x et à y : en posant 


_ da _ dz 
Br dx’ 17 dy? 


on aura 
— bp = 4' (x — az)(1 — ap), 
1ı — bq = — V (z — az) X aq, 
d'où résulte, en éliminant (x — az), 
(5) ap + bg =1, 
équation générale, aux différentielles partielles, des sur- 
faces cylindriques. 


663. Cette équation exprime que le plan tangent à la 
surface est toujours parallèle aux génératrices. 

En effet, le plan tangent mené par un point quel- 
conque (x, y, z) de la surface a pour équation 

Z—z= p(X —x)+q4(Y— 7), 
et la condition pour que ce plan soit parallèle à la droite 
z= az, y= bz, 
est, comme l’on sait, 
ap + bq = 1. 
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664. Pour intégrer l'équation des surfaces cylindri- 
ques, 


ap + bq = 1, 

il faut d’abord (652) intégrer le système . 
d = edi 
a 


ce qui donne 
z—az=c, y —bz=c"; 
par conséquent l'équation 9(x—az, y — bz) = 0, ou 
J —bz=%(x— az), 
est l'intégrale cherchée. 


665. La fonction arbitraire ®, qui entre dans l’'inté- 
grale générale, peut être déterminée par diverses condi- 
tions. 

Si, par exemple, on veut que la surface cylindrique 
passe par une courbe donnée 


(1) F(x, 7, 2) = 0, Fi(r, y; z)=0; 
on fera 
(2) z—az=a«, y — bz=6. 


Les équations (1) et (2) doivent être satisfaites par les 
mêmes valeurs de x, y, z, pour que tous les points de la 
courbe soient sur la surface. En éliminant x, y, z entre 
ces quatre équations, on trouvera une relation telle que 
q(x, 6) = 0, d'où 6= Ẹ (z); on aura donc par ce calcul 
la forme particulière de la fonction È. 

666. Si la surface cylindrique doit être circonscrite à 
une surface donnée 
(x) EF(z, r:2)=0;, 
on commencera par déterminer la courbe de contact, ce 
qui ramènera le nouveau problème au précédent. Or 
l'équation (1) est déjà une des équations de cette courbe. 
On obtiendra une seconde équation en exprimant que la 
surface donnée et le cylindre ont le même plan tangent en 
tous les points de cette courbe. 
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Le plan tangent à la surface (1) a pour équation 


dE dE OR 1 4 
ANR TRE} E Iy (=F) taZ a=: 


L'équation du plan tangent au cylindre est 
Z—2=piX— x) + qg(Y —7): 


on aura donc 


dE dF 
dr dy 
PSST E A 
dz dz 


En portant ces valeurs dans l'équation 


ap + br, 
on aura 
dF dE dE 
(2) a — — + — —=0. 
dx ay dz 


Les équations (1) et (2) déterminent complétement la 
courbe de contact. « 


SURFACES CONIQUES-. 


667. On appelle surface conique une surface engen- 
drée par une droite indéfinie KN qui passe par un point 
fixe K et rencontre constamment une courbe donnée 
ANB. 

Soient a, b, c les coordonnées du point K. La généra- 

Fig. 118. trice KN sera représentée, dans 
as une de ses positions, par les 
R a Ta équations 
N u) Va aT E 
l J —b—=6(z Ss Aja 
æ et étant deux paramètres qui 
varient avec la position de la. 
génératrice. Pour trouver la re- 
lation qui existe entre ces paramètres, on éliminera x, y 
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et z entre les équations (1) et les équations 

(2) F(z; 2: o; F(z s) = 0, 

qui représentent la directrice ANB. On obtiendra ainsi 
une relation 

(3) (a 6) = 0, 


et si ensuite on élimine æ et 6 entre les équations (1) 


— — b 
et (3), on aura g (IE, Z=) =o, ou 
y—b z—a 
(4) t se (3) 


équation générale, en quantités finies, des surfaces co- 
niques. 

668. L'équation (4), différentiée par rapport à x età y, 
donne 


TE) | 


(s—c} a —:C (z— c) 


Los 2 fer I (=) [= (z — 2. 


(z— c} Z— cc (z— c) 


sus à £ — a k é 
En éliminant ®’ ( ) entre ces équations, on aura 


$p 


(y—b)p RE Es E ap: 
RS Lans à don | (z —a)q 

ou 
(5) z—c=(x—a)p+{(y —b)g, 
équation aux différentielles partielles des surfaces co- 
niques, 

669. Pour intégrer directement l'équation (5), on ré- 
soudra le système 

dx S ds 


s ? 
a—a y—b aza—c 


qui a pour intégrales 
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d'où l’on conclut 
— b {x — a 
Y dda ( A 
Ce z— C 
c'est-à-dire l'équation (4). La fonction arbitaire Ọ sera 
déterminée par la condition que la surface conique passe 
par une courbe donnée ou soit tangente à une surface 


donnée. La marche à suivre pour résoudre ces problèmes 
est indiquée aux n° 665 et 666. 


SURFACES CONOÏDES. 


670. On appelle surface conoïde toute surface engen- 
drée par une droite qui est toujours parallèle à un plan 
donné, nommé plan directeur, et assujettie à rencontrer 
une droite et une courbe données. 

Prenons pour plan des xy un plan parallèle au plan 


Fig. 119. directeur, et pour axe des z la 
“| directrice rectiligne. 
y st Soient 
Re En 
| Pó S E € 2 EC 


o] F(z, », 2) =0, 
£ 


les équations de la directrice 
curviligne AB. 
Les équations de la génératrice MN seront 


(2) =a, J= br, 

et si l’on élimine x, y, z entre les quatre équations (1) 
et (2), on aura une certaine équation 

(3) q (a; 6) =0 

exprimant que la génératrice MN rencontre la directrice 
AB. Si donc on élimine z et 6 entre les équations (2) 


et (3), on aura © ę z) = 0, ou 


(4) sv): 


c'est l'équation cherchée. 
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671. En différentiant l'équation (4), on aura 


TNT 
p=—# (2) rh 


d’où l'on conclut 
(5) Pz + qy = 0, 
équation aux différentielles partielles des surfaces 
conoïdes. 

Cette équation exprime que le plan tangent en un point 
quelconque contient la génératrice correspondante. En 
effet, si dans léquation du plan tangent 


Z—z=p(X— 2)+q4(Y— y) 
on fait X = 0, Y= 0, on a 
Z—z=— pr—qy = 0. 
Le plan tangent rencontre donc l’axe des z au même point 


que la génératrice KM, et, par suite, il contient cette 
droite avec laquelle il a déjà le point M commun. 


SURFACES DE RÉVOLUTION. 


672. Les surfaces de révolution sont celles que l’on 
obtient en faisant tourner une certaine courbe autour 
d’une droite fixe. 

Pour plus de simplicité prenons l’origine sur l'axe OD. 

Fig. 120. Soit AMB la courbe géné- 
ratrice. Dans le mouvement 
de cette ligne chacun de ses 
points décrit un cercle et 
| l’on peut considérer la sur- 

PET ~ z face de révolution comme 
/ le lieu des circonférences de 

cercle qui ont leur centre 
sur laxe, leur plan perpendiculaire à cet axe et qui 
rencontrent la courbe AB. 


http://rcin.org.pl 


CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 189 


Soient 
b 


a 
(1) ER No. PE) 


les équations de la droite OD et 
{ + y +2 =, 
(2) La 
l az + by + cz =ô, 
les équations du cercle mobile, considéré comme l'inter- 
section d’une sphère ayant son centre au point O et d'un 
plan perpendiculaire à l’axe OD. 

Soient 


(3) 


F (z, Ys z) = 0, 
Fi(z, 7; z)=0, 
les équations de la courbe AB. En exprimant que le cercle 


et la courbe se rencontrent, on parviendra à une certaine 
relation 


(4) (z 6) = 0, 


et si l’on élimine ensuite æ et 6 entre les équations (2) 
et (4), on aura 


g(a ++, ax+by+cz)—=o 
ou 


(5) ax by + cez = b(t r +2), 


équation générale, en quantités finies, des surfaces de 
révolution. 


673. Pour obtenir léquation aux différentielles par- 
tielles on différentiera l'équation (5). On aura 


` a+ ep = 20 ($ +y? + 2?) (x + zp), 
b + eq = 20 (x +y +2) (y+ 39), 
d'où, en éliminant la fonction ®’, 


a + cp _T+z 
b+eg +4 


ou 


(6) (ey — bz)p + (az — cx)q = bx — ay, 
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équation aux différentielles partielles des surfaces de 
révolution. 


674. Cette équation exprime que toutes les normales 
d’une surface de révolution rencontrent l'axe. 

En effet, si l'on élimine X, Y, Z entre les équations 
de la normale 


X—r+p{Z—-2)=0o, 
(7) 


Y—y+g(Z—z)=0, 


et les équations de laxe 


(8) X=°2, Taiz, 


c 
on retrouve précisément l'équation (6). 
675. Pour intégrer l'équation 
(1) (cy — bz) p + (az — cx) q = bæ — ay, 


il faut commencer par intégrer les équations simulta- 
nées 

AE RÉEL. ee 

cy—bz  az—cx bz—ay 


Or si l’on représente par dt la valeur commune de ces 
trois rapports, ces équations reviennent aux suivantes : 


( dz = (cy — bz) dt, 
(2) £ « dy = (az — cx) dt, 
| dz = (bz — ay) dt. 
En ajoutant ces équations multipliées respectivement 
par x, y, Z, On trouve 
xdx + ydy + zdz = 0, 
d’où a+ y'+z=C. 
Ensuite, si l’on ajoute les mêmes équations respective- 
ment mulüpliées par a, b, c, on a 
adx + bdy + cdz = 0, 
d'où ax + by + ez =C. 
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Donc l'intégrale générale de l'équation (1) sera 
(3) az + by + e= b(t y +) 


676. Les équations (1) et (3) prennent une forme plus 
simple quand OD est l’axe des z. Elles se réduisent a 


2—=d(r + y), 
PT —4qr= 0. 
On pourrait les trouver directement. 


DES LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES DE PLUS GRANDE 
PENTE. 


677. Soit une surface 
z= f(x, y) 
rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires et 
supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 
de niveau les sections faites dans cette surface par des 
plans horizontaux. Une ligne de niveau aura donc pour 
équations 
LS AE AE EE 

h désignant une constante. On tire de la seconde équation 


df af dy 
dx dy de? 


ou = =) 


et cette relation entre les dérivées partielles p et q aura 
lieu quel que soit }. Elle exprime que la tangente à la ligne 
de niveau, en un point M de la surface, est parallèle à la 
trace horizontale du plan tangent mené à la surface par 
ce point. 

Si l'équation de la surface était F (x, y, z) —0, on 
obtiendrait l'équation différentielle des lignes de niveau 
en éliminant À entre les équations 


dE. ar ur: 


Harimo EP E=. 
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678. On appelle ligne de plus grande pente d'une 
surface une courbe qui, en chacun de ses points, a pour 
tangente celle des tangentes à la surface, en ce même 
point, qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. 

* Quand la surface est plane, la ligne de plus grande pente 
est une droite perpendiculaire à la trace horizontale du 
plan. Dans le cas général, la tangente à la ligne de plus 
grande pente, en un point M de la surface, doit donc être 
perpendiculaire à la trace horizontale du plan tangent au 
point M. Par conséquent, la projection horizontale de 
cette tangente sera aussi perpendiculaire à la trace du plan 
tangent. 

Or le plan tangent au point M (x, y, z) a pour équa- 
tion 

Z—z—=piX—x)+q{(Y— y); 
sa trace aura donc pour équations 
Z=0, —z=p(X%X— z)+g4(Y—y). 


Donc le coefficient angulaire de cette trace est —Ê. Celui 
4. 


ss dy 
de la projection de la courbe de plus grande pente est Fe 


On aura donc 


dy _9 
dep 
ou pdy = qdz, 


équation différentielle qui représente la projection, sur 
le plan horizontal, de toutes les courbes de plus grande 


pente. 

679. La tangente à la courbe de plus grande pente qui 
passe par le point M, étant perpendiculaire à la trace ho- 
rizontale du plan tangent, est aussi perpendiculaire à la 
tangente menée à la courbe de niveau par le point M; de 
sorte qu’une ligne de plus grande pente coupe à angle 
droit toutes les lignes de niveau, et réciproquement toute 
courbe qui jouit de cette propriété est une ligne de plus 
grande pente. 
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Il résulte de là que dans une surface de révolution dont 

laxe est perpendiculaire au plan des xy, tous les méri- 

diens sont des lignes de plus grande pente, puisqu'ils 

coupent à angle droit les parallèles qui sont évidemment 
des courbes de niveau. 


680. Appliquons les théories précédentes à l’ellipsoïde 


Les lignes de niveau seront représentées par les équa- 
tions 


E 
2=h, —+——=1——; 
a ; 


elles ont donc pour projections, sur le plan des xy, des 
ellipses semblables à l’ellipse principale qui est située 
dans ce plan. 

Pour obtenir les lignes de plus grande pente, il faut in- 
tégrer l'équation 


(1) pdy = qdz. 
Mais ici oñ a 
x er 
EST 


En substituant dans l'équation (1) et simplifiant, on 
aura 


(2) 


équation dans laquelle les variables se séparent immédia- 
tement. On a 


b dy a? a: 
J z 
d’où 
(3) = (1x). 


7 est une constante qu'on détermine en exprimant que 
la courbe cherchée passe par un point donné. Par exem- 


ple, si l'on veut avoir la ligne de plus grande pente qui 
II. 2° édition. 13 
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passe par le point dont les coordonnées sont 
T=A, y =0, z2—=0, 
on aura, en substituant dans l'équation (3), 
o=(7a}", 
d’où y= o. Donc 
T—=0 
est l'équation de la projection horizontale de la ligne 
cherchée : en d’autres termes, la ligne de plus grande 
pente est l’ellipse principale située dans le plan des zx. 
Il est évident, en effet, que cette ellipse coupe à angle 


droit toutes les courbes de niveau. La même chose peut 
se dire de l'intersection de la surface par le plan des zy. 


- 681. Si Fon cherchait la courbe de plus grande pente 


passant par le sommet situé sur l'axe des z, l'équation 

2 
(3) = (q2)? 
se réduirait pour ce point à 

0= 0; 
et ne déterminerait pas y. Et cela doit ètre, car en ce 
point le plan tangent à la surface est horizontal, et la 
courbe de niveau se réduit à un point. Toute droite pas- 
sant par ce sommet et situce dans le plan tangent peut 
donc être considérée comme perpendiculaire à la ligne 
de niveau, et par suite comme tangente à une ligne de 
plus grande pente. a 


L aka NAYA- 
— pla ap a 
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Â. a- r ee 


CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON. 


SUITE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 


Surfaces développables. — Intégration de l'équation des surfaces déve- 
loppables. — Surfaces réglées. — Équation de la corde vibrante. 


DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 


682. On nomme surfaces développables celles qui 
étant supposées flexibles et inextensibles peuvent s’appli- 
quer sur un plan sans déchirure ni duplicature. Telles 
sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Toute surface développable peut être considérée comme 
étant le lieu des tangentes à une certaine courbe, nommée. 
aréte de rebroussement de la surface. Il n’y a d'exception 
que pour le cône, où l’arète de rebroussement se réduit à 
un point, et pour le cylindre, où cette courbe passe à 
l'infini; mais comme nous avons déjà examiné ces cas 
particuliers, nous en ferons abstraction dans ce qui suit. 


683. Soient 
(1) æ=f(s), r=e(c), 
les équations de l'arte de rebroussement. Les équations 
de sa tangente en un point (+, €, y) seront 
(2) =S (N=) 

y— ły) =g (7) (2—7). 

En éliminant y entre ces équations, on aura l'équation 
de la surface développable. Mais au lieu d'opérer cette 
élimination qui ne peut se faire qu’en particularisant la 
forme des fonctions f etc, nous allons chercher une équa- 
tion aux dérivées partielles, indépendante de ces fonctions, 
et qui exprimera une propriété commune à toutes les 
surfaces développables. 

13. 
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684. Les équations (2) déterminent z et y quand x et 
y Sont connus. On peut donc considérer z et y comme 
des fonctions de x et de y. En différentiant tour à tour 
ces équations par rapport à x et à y, On aura 


c(r=-#)+r 
= m= sue g)+ AR à 
ae 


ou bien, en simplifiant, 

ETAGE MOIS 
of") +N (8 = 0 Gb 
o—pg(1) +3" (7) en, 


Rs qg (r)+ 8" (7) (2 — 7) F 


Or, on peut éliminer entre ces quatre équations 


(z—7) à, (z—7) A et y, et il restera une relation 
entre p et q, 
(5) p= a(1), . 


équation du premier ordre qui convient à toutes les sur- 
faces développables, mais dans laquelle il entre encore 
une fonction arbitraire. 


685. Ce résultat s'accorde avec ce que nous avens 
trouvé pour les surfaces cylindriques dont l'équation aux 
différentielles partielles est 


ap + bq =. 
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Il semble qu'il y ait exception pour les surfaces co- 
niques dont l'équation aux différentielles partielles est 


(x —a)p +(y—b)]=z—c; 


mais si l’on prend l'équation en quantités finies 


see (Nira), 


e—a] 


on voit que z — c étant une fonction homogène du pre- 
mier degré de y — b et de x — a, p et q seront des fonc- 
tions homogėnes et du degré o des mêmes différences 
(1, 197); on aura donc 


y — 


et en éliminant 


b - à 
on obtiendra une relation entre p 
LU 


L'or 
et q. Cette relation dépendra de la fonction ọ, tandis que 
dans le cylindre la relation entre p et 4 ne dépend que des 
constantes qui définissent la direction des génératrices. 


686. L’élimination indiquée au n° 684 peut se faire 
comme il suit. En ajoutant la première et la troisième 
équation du système (4), respectivement multipliées par 
o" (y) et — f” (y), on aura 


(5) PD =P 1) (7) — 8 (2) SL" ia): 


La seconde et la quatrième équation traitées de la 
même manière donnent 


(6) AUTO MO ESA OA) 


Il ne restera donc plus qu’à éliminer y entre les deux 
dernières équations. 


687. Soit 


“1 
— 


= ø(q) 
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l'équation -aux dérivées partielles et du premier ordre, 
résultant de l'élimination précédente. Posons 
dp _ d?z 
dx dr 
dp _ dq _: d’z 


dy de didy À 


= Fr, 


En différentiant l'équation (7), nous aurons * 


r=u(g}s, 


s—""(q)t, 
d’où, en éliminant 5’(q), 
(8) S—rm—=0, 


équation qui ne renferme aucune trace des fonctions par- 
ticulières f et ọ. C'est l'équation aux dérivées partielles 
et du second ordre des surfaces développables. 


INTÉGRATION DE L'ÉQUATION AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 


688. Puisque 


dp d4 
s = ——= —) 
dy dx 
l'équation 
(1) S— rt =o 


revient à la suivante 
di 
Ge E e Eten To. 


De là résulte que les dérivées partielles des fonctions p 
etg sont proportionnelles. Done (Note à la fin de la leçon) 
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p est une certaine fonction de q. Soit 


(3) = & (4): 
on aura Pwi) s 
mais 5 i 
donc 

(4) Rali 


équation linéaire par rapport à p. Pour l'intégrer, il faut 


résoudre le système 

dx = — st == f, 
dont les intégrales sont 

P=% 
zm'(qg)+y—=6. 
Une première intégrale de l'équation (1) est donc 

(5) za'(q) +y =F(p), 
F désignant une fonction arbitraire, ou bien, à cause de 


l'équation (4), 
zdp + ydq =F (p)dq. 


Mais xdp + ydq est la différentielle de px + qy — z. 
Donc 


(6) pz +ay—:= fr). 
En éliminant p et q entre les équations (3), (5) et (6), 
on aura l'équation de la surface, 
(7) X(T, Y, 3)=0, 
qui renfermera deux fonctions arbitraires. 
689. Démontrons maintenant que l'équation 
{1} S’—rt—=0 
ne convient qu'aux surfaces développables. 


| FEV 
LORS ESS dis 
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Soient 


(2) p=s(g) 

l'équation du premier ordre qui résulte d’une première 
intégration, et 

(3) LT 2, 2) = 

l'équation obtenue en intégrant une seconde fois. Pour 
démontrer que la surface que cette dernière représente 
est développable, il faut faire voir qu’on peut la considé- 
rer comme le lieu des tangentes à une certaine courbe : 


(4) x=f(s) x =e(:) 


Or, x, 6, y étant les coordonnées d'un point de cette 
3 y 93 7 P 

courbe, on a vu (686) qu’on obtenait une relation entre 
p et q en éliminant y entre les deux équations 


= PS (1) DA a 
Sn) = 8 NS" — Sn) gl) 

Pour que la surface développable dont l'arête de re- 
broussement est la courbe (4) coïncide avec la surface (3), 
il faut que l'élimination de y conduise à l'équation (2); 
par conséquent, on devra obtenir une identité si l’on 
porte dans l'équation (2) les valeurs de p et de q tirées 


des équations (5), et lon aura ainsi une première rela- 
tion 


(5) 


(6) FIS (7) S") AU ACDIER 
entre les fonctions f et ọ. On en obtiendra une seconde 
(3) xiv Fr} =o 


en exprimant que la courbe (4) est sur la surface (3). 
Les équations (6) et (7) font connaître f(y) et o(>). 
L’arète de rebroussement est donc complétement détermi- 
née, d’où résulte que l'équation (3) repronein bien une 
surface développable. 
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DES SURFACES RÉGLÉES. 


690. Les surfaces développables sont un cas particulier 
des surfaces réglées, c’est-à-dire de celles qui s'engen- 
drent par le mouvement d’une ligne droite. On nomme 
surface gauche toute surface réglée qui n’est pas dévelop- 
pable. 

Soient 
(1) 


= az + 24, 


r=b:+6, 


les équations d'une droite : si a, b, z, 6 sont des fonc- 
tions d’une même indéterminée y, en faisant varier y 
d'une manière continue, la droite (1) se déplacera succes- 
sivement dans l’espace et engendrera une surface réglée. 
On aurait l'équation de la surface en éliminant y entre 
les équations (1). 

Les quatre paramètres variables a, b, æ, 6 étant des 
fonctions d’une même indéterminée, on peut considérer 
trois d’entre eux comme des fonctions du quatrième. On 
peut même considérer a, b, œ, 6 comme des fonctions de x 
et de y. Car si l’on élimine z entre les équations (1), on 
aura une relation entre x, y et les paramètres à, b, æ, 6 
qui sont des fonctions de y. On peut donc dire que 7, et, 
par suite, a, b, æ, 6 sont des fonctions de x et de y. 


691. Diférentions l'équation 
T= A2 + a 


tour à tour par rapport à x et à y, en regardant a et g 
.comme des fonctions de ces deux variables : nous aurons 


(2) t=—=4 Let 
+ “de dx 

(3) x me ,% da 
J = aq T dy dy 
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3 À A 2 NE da 
Ajoutons ces équations respectivement multipliées par ns 
ay 


et 2: bservant 
——: eno e 
dx hg 


puisque a et & sont fonctions l’un de l’autre, comme étant 
fonctions du même paramètre y (voir la Note à la fin de 
la leçon), nous aurons 


(4 da > da da 
) g NEA)" 

On aurait de même, en différentiant l'équation 
y= bz + 6, 

da da da 

(5) biere). 
dt tre les 
FLE entre les 
équations (4) et (5), mises sous la forme 


Si maintenant on élimine le rapport 


da da _ 
T l —ap) +a =o, 


da da 
De MERE, 


on aura 

(1—ap)(1 — bg) —abpg = 0, 
ou 
(6) ap + bq] = 1, 


` équation différentielle du premier ordre, renfermant seu- 
lement deux fonctions de l’indéterminée y. En ayant 
égard à cette relation, les équations (4) et (5) peuvent 
s'écrire 


da da 
nans 
(7) LF aini 
a r 


692. Cherchons maintenant l'équation aux différen- 
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üelles partielles du second ordre. En différentiant tour 
à tour l'équation ; 

ap + bq = 1 
par rapport à æ et y, nous aurons 


da db 
art bs+p iti T 0 


da db 
Qu RO aA Bus 


En ajoutant ces équations multipliées, la première par a, 
la seconde par b, et en ayant égard aux équations (7), 
nous aurons 

ar+2abs + bt = 0, 
a 
b 
(8) Cr+2cs +t=0, 


ou, en posant 


= C, 


équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule 
fonction arbitraire c. 


693. Posons 


dis. r., dr z 
dè dx  ? 
dz dr ds 


dx*dy 4 dy T dæ éd 
d?’z dt ds 


dedy® dx dy 


ES 
SR; 


Diférentions léquation (8) tour à tour par rapport à 
æ et à y : il viendra 


cu + 2er + w + He EX = 
paak i + 
? de de 
cto + 2cew + y + 20r — +2 — = O0. 
dy dy 
Multipliant la première par c et ajoutant, il vient 
(9) u + 3r + 3cw + y = 0; 
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de de s E $ 
car © + — estnul en vertu de l’une des équations (7), 
dx dy 


de f 
— sont proporuon- 
= 


j étant fonction de a ES 
puisque, c etant 10onctuion $ + 24 d 


, da - da 

nelles à — et —- 

dx dy 
L'équation aux dérivées partielles et du troisième 
ordre résultera de l’élimination de c entre les équa- 


tions (8) et (9). 
ÉQUATION DE LA CORDE VIBRANTE. 


694. On démontre en Mécanique que le mouvement 
des différents points d’une corde vibrante, fixée à ses 
deux extrémités, est représenté par l'équation aux dérivées 


Figs: partielles du second ordre 


M du d'u. 
Fe PE RE PRE 
A P B 


MP =u, AP= x sont les coor- 
données rectangulaires d’un point quelconque de la corde, 
l’origine étant prise à l'extrémité A; enfin y désigne le 
temps. 

Pour intégrer l'équation (1), prenons deux nouvelles 
variables æ et €, liées aux variables x et y par les équa- 
tions 


(2) a—rz +0), 6—=zx— ay. 


Si de ces équations on tirait les valeurs de x et de y en 
æ et 6 er qu’on les portàt dans la fonction cherchée u, 
cette dernière deviendrait une fonction explicite de æ et 
de 6, On peut donc considérer u comme une fonciion de 
æ et de 6. On aura alors, à cause des équations (2), 


du du du 
dæ da ES dé 
Cu’ d'u d'u du 


DATE dede de 
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On trouverait de même 


d'u [du d'u BA 
— = dl — — 2 — — |. 
dy? da dadf 
En portant ces valeurs dans l’équation (1), on aura, 
après les réductions, 
d'u 


(3) LE = © 


da dé 


Cette équation est facile à intégrer. Elle peut s'écrire : 


dns T “ ne dépend pas de z, et l’on a 


du 


— = ol 
dê s(6), 


& désignant une fonction arbitraire. On en déduit 


u = fatas + o(a), 


et par conséquent, en représentant par Ÿ (6) l'intégrale 


fojas, Ų désignant encore une fonction arbitraire, 


on aura 
u = ọfa) + Y{6), 
c'est-à-dire 


(4) u= qọ(z + ay) + Y(z— ay). 


Telle est l'intégrale générale de l'équation (1); on peut 
d’ailleurs la vérifier par la différentiation. On trouve : 


d'u % 

TE y (e +ay)+ 4" (=—ay), 
12 
F=’ a [+ (x + ay) + +e æ)|. 
Le 
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On: a donc bien 
d'u 7 d'u 


da de 


695. L'intégrale générale contient deux fonctions 
arbitraires ç et Ÿ qui se déterminent par deux condi- 
tions dictinctes. Ordinairement on suppose connues l'or- 


r TER : 
donnée u et sa ls pour tous les points de la corde, 
à l’origine du temps, c’est-à-dire pour y =o. Alors u et 
Í x du $ k 
la vitesse verticale En de chaque point sont des fonctions 
données de x. Posons 


EEAS D =fle), pour > = 0. 


On aura, en faisant y = o dans l'équation (4) et dans sa 
dérivée 
glz) + p(z)= f(z), 
g (z)— Y (r)==f{2). 
De cette dernière on dédait 


a) [4 (z)de +C=F(x)+C, 


F (x) étant une fonction connue et C une constante arbi- 
traire. Par conséquent on a 


= rt +r)+ cl, 


wa= i [te rte) €; 


on aura donc 


u =: [Se +ar) Aea) E(æ+0y)—P(z—ay) |; 


s 
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La valeur de u est complétement déterminée. Comme on 
devait s’y attendre, la constante C, introduite dans le 
cours du calcul, a disparu d'elle-même. 


Note. — Quand deux quantités a et « sont fonctions 
l'une de l’autre, leurs dérivées partielles sont proportion- 
nelles; car de 


a= o(a) 
on tire 
er) Prop 
d'où 
da da _ da da 
dz' dy dx dy 
ou 


dada dada _ 

dady ~ dy de ~ 2 
comme on l’a écrit au n° 694, p. 202. 

Réciproquement, quand les dérivées partielles de deux 

quantités sont proportionnelles, leurs différentielles to- 
tales sont aussi proportionnelles. Donc ces quantités sont 
en même temps variables ou constantes. Donc l’une est 
fonction de l’autre. 


EXERCICE. 
1. Discuter la surface représentée par l'équation 
[ays Hbl HF) P LR RER) 2, 


SoLuriox. Surface engendrée par une droite assujettie à rencon- 
trer une droite donnée et deux circonférences données. 


http://rcin.org.pl 


208 COURS D'ANALYSE. 


CINQUANTE-QUATRIÈME LEÇON. 
COURBURE DES SURFACES. 


Courbure d’une ligne sitnée sur nne surface. — Théorème de Meunier, — 
Courbure d'une section normale. — Sections principales. — Variation 
des rayons de courbure des sections normales faites en un même point 
d’une surface. — Détermination des ombilies. 


COURBURE D'UNE LIGNE SITUÉE SUR UNE SURFACE DONNÉE 


696. Soit 


(1) (SP; 3)=2 
l'équation d’une surface. Posons, pour abréger, 
dz dz 
ir =p, dy — 9 
d'a d?z d’z 


reig Ty dx dy = s, J =f. 
Considérons une certaine courbe CL passant par un 
Fig. 122. point M (x, y, z) de la 
surface (1). Soit 8 l'angle 
que le rayon de courbure 
R de cette courbe au point 
M, dirigé suivant la droite 
MN, fait avec la normale 
MP à la surface au même 


point. 
La normale MP ayant pour équations 


X— z= —p(Z— 2z), 
Y—y=—q4(Z—:), 


fait avec les axes des angles dont les cosinus sont respecti- 
vement 


S i 
-ea Ý aw iIi E] a O 
Vi+p+g Vi+p+g Vi+p+ 
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Le rayon de courbure MN fait avec les axes des angles 
qui ont pour cosinus 


dx dy dz 
Aa sd na 
di? Ft PAT 7 


en désignant par dl la différentielle de l'arc de courbe. 
On aura donc 


2) cos 4 = ja 
( VETE Ti 
Orona 
dz = pdz + qdy, 
d'où 
dz dx 44 dz dy 
ag Pla + ad + dp RU 
Mais 
dp = rdx + sdy, dq =sdx + tdy; 
donc 
de pd — qd J = (rdx + sdy) F + (sdx +tdy) u’? 
ou 
dz a2 a2 
di dl d __ fdx\° Ed, ,(&\ 
PRET Er Al 7) our 7 ME JE 
On a, par conséquent, 
dx\? dx dy ‘dy \°? 
(a) ain 7 UN (z) 
cos =R T L LA.. 
Vi+p+g 
d'où 
p: yı + p’ + q’ cosh f 
(3) R= NS PEAN 
r di +2s T d a) 
IL, 2° édition. 14 
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. dx dy 3 
Mais 7» zr sont les cosinus des angles que la tangente 


à la courbe considérée fait avec l'axe des x et celui des y. 
En désignant ces angles par æ et 6, on aura 


Vi + p+ q’ cosh 


(4) Rs NI EP ges L 
(4 r COS 2 + 250082 C0S6 + 1C0S’6” 


formule qui donne le rayon de courbure d’une section 
quelconque faite dans une surface, en un point donné. 


697. La valeur de R devant être positive, il faut que 
cos@ soit de mème signe que le dénominateur. Ainsi 
l'angle 9 doit être aigu ou obtus selon que ce dénomina- 
teur est positif ou négatif, ce qui détermine dans quel sens 
le rayon de courbure doit être porté sur la direction de 
la uormale principale. 


THÉCREME DE MEUNIER. 


698. Si, dans la formule précédente, on suppose 
cosô — + 1, c’est-à-dire si le plan osculateur passe par 
la normale à la surface, on aura, en désignant par p le 
rayon de courbure de la section normale, 


(5) — IS E | CERTI 


— ARS EEE À V. À 
PT ;costz + 25 COS a coss -+ 1 c0S?6 


et, par suite, 

(6) R = pcosb. 

De là ce théorème dù à Meunier : Le rayon de courbure 
en un point d'une courbe quelconque tracée sur une sur- 
face est égalau produit du rayon de courbure de la sec- 
tion normale qui contient la tangente à la courbe, mul- 
tiplié par le cosinus de l'angle que ce plan fait avec le 
plan osculateur de la courbe. 


699. Si l'on considère deux courbes planes ayant la 
mème tangente au point M et situées, l'une dans un plan 
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oblique, l’autre dans un plan normal, on peut encore 
énoncer le théorème de Meunier en disant que le rayon 
de courbure d'une section oblique est la projection sur 
le plan de cette courbe du rayon de courbure de la sec- 
tion normale. 

Par conséquent, si une sphère a le même centre et le 
même rayon que le cercle de courbure de la section nor- 
male, tous les plans menés par la tangente à la section 
normale couperont la sphère suivant de petits cercles qui 
seront les cercles osculateurs des sections obliques faites 
dans la surface par ces différents plans. 


COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 


700. La formule (3) du n° 696 peut s'écrire 


la 2 2e (2y 
NT AE Def de 


(1) R = - 


dy ary? 
28— +| = 
aw ‘dk das (à) 
Prenons maintenant le point (x, y, 2) pour origine 
des coordonnées, et pour plan des xy le plan tangent à la 
surface en ce point. L’axe des z sera la normale et l’on 


Fig. 193. aura p—0,q—0. En désignant 
a z par ọ l'angle que la tangente OT 
À A fait avec l'axe des x, on a 
à aAa! dx T 
ba NT PPT p P7 = cos, U = Sin 9. 
"4 
Fe ` D'ailleurs, puisque le plan 


osculateur est normal, on a 
cosÿ = + 1, selon que le rayon de courbure est dirigé 
dans le sens de l’axe des z ou dans le sens opposé. On 
aura donc 

Ei 
rcos g + 2ssing cosg + tsino 


p= 
D 


mais on peut supprimer le double signe et écrire simple- 


14. 
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ment 
LI 


(2) p= AE PPT CU PE 7 e 
9 + 25Sing coso + {sm 


pourvu que l’on convienne de porter la valeur absolue du 
rayon sur l'axe des z dans le sens des z positifs si le dé- 
nominateur est positif, et dans le sens opposé si ce déno- 
minateur est négatif. 


SECTIONS PRINCIPALES. 


701. Si le plan normal tourne autour de l’axe des z, le 
rayon p variera en mème temps que l'angle o. Proposons- 
nous de trouver la plus grande et la plus petite valeur de 
ce rayon. Comme ces valeurs correspondent au minimum 
et au maximum du dénominateur dans la formule (2), il 
faudra égaler à o la dérivée de ce dénominateur; on aura 


(t— r)2singcose + 2s(cos°9 — sin?y) = 0, 


ou, ce qui revient au mème, 


{3) stang’o + (r —t)tange — s = 0. 
Cette équation donne pour tang? des valeurs réelles, 
Fig. 124. dont le produit est égal à — 1. 
z Comme d’ailleurs, en faisant 


varier l'angle ọ de o à 7, on 

obtient tous les plans nor- 

a maux qui passent par le point 
Era z Q, il suffira de considérer les 
ae deux angles plus petits que 

x 180° qui correspondent aux 
deux racines de l'équation. L'un étant désigné par «, 


, . T 
l’autre sera nécessairement = + æ. 
Par conséquent, si l’on trace sur le plan des xy deux 
. . T 
droites OH et OK, faisant avec Ox les angles x et « + D4 


les sections normales situées dans les plans 20H, zOK, 
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correspondront aux rayons de courbure maximum et mi- 


nimum, En effet, la dérivée du second ordre de = st 

2 (t— r) (cos y — sin? ẹọ) — 8 ssin ọ cosg, 
et cette expression prend des valeurs égales et de signes 
contraires quand on y remplace ọ par & et par « + Z. 


Remarquons qu'il s’agit ici d’un maximum et d’un mini- 
mum analytiques, en sorte que si les deux valeurs précé- 
dentes étaient de signes contraires, celle qui serait un 
minimum négatif pourrait être un maximum en valeur 
absolue. 

Les droites OH et OK, faisant avec l’axe O x des angles 


PF r z y 
dont la différence est pi sont perpendiculaires entre elles. 


Donc les plans zOH et zOK, qui déterminent sur la sur- 
face deux courbes planes à courbure maximum ou mi- 
nimum, sont perpendiculaires entre eux. On donne aux 
sections faites par ces plans le nom de sections principales. 


VARIATION DE COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 


702. Prenons maintenant pour plans des xz et des yz 
les plans des sections principales. Les valeurs de ọ cor- 
respondant au maximum et au minimum du rayon de 


T , . 
courbure devront être o et 3: Or l'équation 


stang? ọ + (r— t) tange — s = 0 


ne donnera pour tang ọ les valeurs o et œ que si s — 0. 
Par conséquent, la valeur de p prendra la forme plus 
simple 
T 

1 r eE 

(a) P reos’ g + tsin’ 

et l'on déduira de cette expression les deux rayons de cour- 
bure principaux p’ et p”, en faisant tour à tour ọ = 0 
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T . 
etq= ce qui donnera 


ou bien ==r S=t 


g 


Ainsi, les dérivées partielles r et t représentent les 
deux courbures principales au point O. 


703. Les valeurs de p’ et de p” peuvent être introduites 
dans l'expression générale de ła courbure. On a 


I ‘ 
— = rcos?e + tsin?y; 
0 


on aura donc 
(2) L=} cosy + sirg, 

DAA à p 
formule qui donne la courbure d’une section déterminée 
par un plan normal faisant, avec la section principale 
zOx, un angle o. 

De là les conséquences suivantes, En premier lieu, l’ex- 
pression (2) ne change pas quand on met à la place de ọ 
son supplément : donc deux sections normales égale- 
ment inclinées sur une section principale ont des rayons 
de courbure égaux et de méme signe. 

Si l’on désigne par p, le rayon de courbure d’une sec- 
tion normale perpendiculaire à celle qui fait avec le plan 
principal zOx Pangle ọ, on aura 


I I I 
(3) — = sing + - cos o, 
RP f 4 
et si l'on ajoute les équations (2) et (3), 
í I 1 1 
+= + 


PS Pr PP 
Donc la somme des courbures de deux sections nor- 
males perpendiculaires enire elles est constante. 


704. Nous allons maintenant discuter la valeur géné- 
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rale de p en nous servant de la formule 
(1) SNRA, 
P P 

Supposons d'abord p'et p” tous deux positifs, et p' >p". 
Dans ce cas, la formule (1) donne pour p une valeur tou- 
jours positive. Par conséquent, toutes les sections nor- 
males sont situées au-dessus du plan tangent et la surface 
est convexe autour du point O. Si g' et p” étaient négatifs, 
la surface serait encore convexe, mais située au-dessous 
du plan tangent. 

En mettant l'équation (1) sous la forme 


I 1 I 1 > 
=—-+|——— 2 
(2) p p' (> 5) sin» 


. 1 EVE OR, au 
QU VON augmente depuis 7 jusqu'à -p> quand g 
P 
4 RE: ETES M Le VA A 
croit de o à =» et que 3 décroît depuis — jusqu’à 7 
P d 
. Ta 
quand ọ varie de zm 


Dans le cas où p' = p”, la formule (2) donne 


pia 

Le 

P f 

ou p= p' quel que soit ọ. Toutes les sections normales au 
point O ont donc la même courbure. On dit alors que ce 


point est un ombilic. 


705. Supposons maintenant que p'et p” aient des signes 
contraires et que p” soit négatif, En mettant les signes en 
évidence dans l'équation (1), nous aurons 


Pour ọ = 0, on a p = p'. L'angle ọ croissant de o à la 
valeur 6 donnée par l'équation 


”" 


6 
ang 6 =; 


U 
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p croît depuis p’ jusqu’à linfini. Au delà de p= 6, p 
devient négatif et décroît jusqu’à p”, valeur qui correspond 


à p==- Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans 


l’ordre inverse. 
Dans ce cas, la surface est en partie au-dessus du plan 
tangent, en partie eh dessous. 


DÉTERMINATION DES OMBILICS. 


706. Pour trouver les ombilics d’une surface, il faut 
chercher les points où le rayon de courbure des sections 
normales a la même valeur, quel que soit le plan mené 
par la normale. 

Reprenons la formule (1) du n° 700 en y supposant 
cosô —1 et en remplaçant dl? par dx? + dy? + dz? 
nous aurons 


paf E (2) 


dx dr 


d 2 
rep LE dy 
dx dx 


(1) R= 


T d : 
Désignons par m, A ou le rapport des cosinus des 


angles que la tangente à la courbe au point considéré fait 
avec l'axe des x et l'axe des y. Comme on a 
dz = pdz + qdy, 
dz 


aura + qm 
on a A. 4 


et la formule (1) pourra s'écrire 


ms VIRE d'Or AR 
Fr + 25m + tm’ 
ou bien 
cit Hpg thit g), 


(2) R=Vi+P +9 r+ 2sm + tm’ 


Quand le point est un ombilic, ce rayon est indépen- 
dant du rapport m qui détermine le plan normal où est 
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située la courbe considérée. On doit donc avoir 


NI 


2 2 
(3) PRE a p 


r s t 
ce qui donne, en général, deux équations distinctes. En 
q , ; 
joignant l’équation de la surface, on aura le nombre de 
y J016 q ; 
relations nécessaires pour déterminer les coordonnées du 
point cherché. 


707. Appliquons ces principes au paraboloïde ellip- 


tique 


Get Er L 
FETE a a>b>o. 
On a ici 
æ SF 
PES dE A 
A. SU A 
73: Sue À = 0 


z 2y L 
Et AT PTE 
RCA TT 
a b 


On peut y satisfaire d’abord en posant 


r2 
z= 0); a=b+}, 


d’où 


r=+ Vita 0), =. 


Les valeurs de y et de z étant réelles, il existe deux 
ombilics situés dans le plan yOz. Ce sont d'ailleurs les 
seuls, car l'hypothèse y = o donnerait pour x une valeur 
imaginaire. 
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-CINOUIÉ 
CINQUANTE-CINQUIEME LEÇON. 
SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 

Surface dont tous les points sont des ombilies. — Théorie de l'indica- 
trice. — Conséquences géométriques. — Cas où l'expression du rayon 
de courbure se présente sous une forme illusoire. — Tangentes conju- 

guées. 

SUR LA SURFACE DONT TOUS LES POINTS SONT DES OMBILICS. 


708. Lorsque les équations 


2 2 
(1) LT Lie 


r S t 


qui servent à déterminer les ombilics d’une surface don- 
née, se réduisent à une seule, la surface a une infinité 
d’ombilics situés sur une ligne qu’on nomme la ligne des 
courbures sphériques. Si les équations (1) sont identiques, 
tous les points de la surface sont alors des ombilics. 

Pour trouver une surface qui jouisse de cette propriété, 
observons que les équations (1), mises sous la forme 


(2) Le TE. ER I ai qd 1 dp 


14+ p’ dx q de itf ‘dy — p dy’ 


peuvent s'intégrer comme des équations ordinaires (643). 
On aura par ce moyen 


(3) 1+p=Yg, 1+g=Xp, 


Y étant une fonction arbitraire de y et X une fonction 
arbitraire de x. On tire de ces équations 


(4) VERRE = VE 


j : pe sde T AD 
M £ à lé = —: 
ais p et q doivent satisfaire à l'équation D de 
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aura donc 
1 dx r dY 


re Je 
NEE Te (+t} dy 


Le premier membre étant fonction de x seulement, er le 
second fonction de y, cette équation ne peut subsister 
qu'autant quë chaque membre se réduit à une constante. 


zag 
Soit — cette constante. On a donc 


R 
dX _ 2dr dY __ 24r 
TT OT MERE D 
et, en intégrant, 
D Em IL OA HET a 
Vi ER è TETS à 


a et b étant des constantes arbitraires. En portant les 
valeurs de X et de Y, tirées de ces équations, dans le sys- 
tème (4), on aura 


des a — Tr 
- VR (arf — (b y} 
b—y 


Il en résultera 

(a — z)dz + (b — y)dy 
w a a À À 
VR'—(a—2zf—(b— A 


ds z= 


ct, en intégrant de nouveau, 
z= e= pR — (a — s} — (b =y}, 
équation d'une sphère. Ainsi la sphère est la scule sur- 
Jace dont tous les points soient des ombilics. 
THÉORIE DE L'INDICATRICE. 


709. La courbure des surfaces peut être présentée sous 
un autre point de vue, qui donne une idée plus nette de la 
manière dont varient les rayons de courbure des sections 
normales autour d'un mème point. 
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Prenons toujours pour plan des xy le plan tangent à 
la surface au point O, et pour axe des z la normale en ce 
point. 

Si l'on coupe la surface par un plan parallèle au plan 
tangent et infiniment voisin de ce plan, la section obtenue 
sera une courbe infiniment petite et du deuxième degré, 
en négligeant des quantités infiniment petites par rapport 
à ses dimensions, En d’autres termes, une courbe sem- 
blable à la section faite par un plan parallèle au plan 
tangent, à une distance , tend, à mesure que À diminue, 
vers une section conique. 

En effet, si l’on développe l’ordonnée z de la surface 
par la série de Maclaurin, on aura 


I 1 
= EPS EAN ES EE SA» 4 


8 š dz dz 
Mais z,, p, q, qui représentent les valeurs de z, a e 
quand on fait simultanément x= 0, y = 0, sont nulles 


d'après le choix des axes. Donc on a 
I I 
A i aN CA ki w, 


w désignant une somme de termes dont le degré, par rap- 

Fig. 125. port à x et à y, est supérieur au 

z) second. Si maintenant on rem- 
place z par la constante OO'= h, 
on aura l'équation de la section 
A'M'B', et si l’on fait À très- 
petite, œw devient négligeable 
comparativement aux Lermes qui 


le précèdent. Par conséquent, 
B EN on a 


‘y (1) rx + sry = 24, 


équation d’une ellipse ou d'une hyperbole infiniment 
petite dont le centre est au point O. 
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710. -Si l’on remplace À par z, on aura 


(2) == (re + 2827 +t’). 


Cette équation représente un paraboloïde passant par la 
section A/M'B' et ayant pour sommet le point O. Ce pa- 
raboloïde va nous servir à calculer le rayon de courbure 
d'une section quelconque OM'C. 

Nommons p le rayon de courbure de la section OMC 
au point O. On a (Note à la fin de la leçon) 
OM? _,, OM* _ "M" 


pRO E A Ÿ DEL T 


Pour déduire de là la valeur de p, faisons, dans l’équa- 
tion (2), 
x= 0'M'cosọ, y —0’M'sins, 
ọ désignant l'angle ON. On aura 


O'M” (rcos’g + 2ssinocos? + tsin’) = 24, 

d’où 
(3) = : 
“gt r cos? 9 + 25sing coso + tsin?” 


comme on l'avait obtenu par une autre méthode. 


o'm” 


2h 
courbure des différentes sections normales sont propor- 
tionnels à O'M”. Supposons donc que sur la trace du plan 


711. La formule p = 


fait voir que les rayons de 


zON dans le plan des xy on prenne ON — Di, on aura 
2 


# ’ 
p—=ON"*. Par suite, le rapport Za sera constant pour 
toutes les sections normales. La courbe ANB ainsi obte- 
nue sera donc semblable à A'M'B'et aura pour centre le 
point O. Cette courbe, qui donne tous les rayons de 
courbure des sections normales faites au point O, est nom- 
mée l'indicatrice de la surface en ce point. 
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712. Quand l'intersection de la surface par ùn plan 
parallèle au plan tangent et infiniment voisin est une hy- 
perbole, il faut, en même temps, considérer une autre 
section produite par un second plan parallèle au plan 
tangent de l'autre côté de ce plan. On obtient par là 
une hyperbole conjuguée de la première. Dans ce cas, 
l'indicatrice se compose de deux hyperboles conjuguées 
et l’on a p—#+ON*, suivant que l'hyperbole sur la- 
quelle se troxre`k point N correspond à une section 
faite au-dessus ou au-dessous du plan xy. Le rayon de 
courbure de la surface devient infini et change de signe 
quand le plan sécant, en tournant autour de la normale, 
vient passer par une asymptote commune aux deux hy- 


perboles. 


CONSÉQUENCES GÉOMÉTRIQUES. 


713. Toute courbe du second degré douée d'un centre 
ayant un diamètre maximum et un diamètre minimum, 
on en conclut que la surface a deux sections normales 
perpendiculaires entre elles et dans lesquelles le rayon de 
courbure est un maximum ou un minimum. La somme 
des carrés des inverses de deux diamètres perpendicu- 
laires étant constante, il en résulte immédiatement que 
la somme des courbures de deux sections normales est 
constante. En un mot, à toute propriété des diamètres 
d'une section conique, correspond une propriété des 
rayons de courbure des sections normales qui passent par 
les diamètres de l’indicatrice. 


T14. Quand l'indicatrice est un cercle, le point consi- 
déré est un ombilie. Cela arrive sur les surfaces du se- 
cond ordre aux points où le plan tangent est parallèle aux 
sections circulaires. En effet, tous les plans parallèles dé- 
terminent, dans une pareille surface, des sections sembla- 
bles. Il en résulte que l'indicatrice, qui en général n’est 
semblable qu'aux sections faites parallèlement au plan 
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tangent à une distance infiniment petite, sera, dans les 
surfaces du second ordre, rigoureusement semblable aux 
sections, qu’elle que soit leur distance au plan tangent. 

Ainsi dans lellipsoïde 
2 2 2 
+ += 4 0.>t, 


il y a quatre ombilics dont les coordonnées sont 


Va: — h? 
= jo S Ee 
Va — e’ Var — c? 


J=0, =n 


CAS OU L EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE SE PRÉSENTE 
SOUS UNE FORME ILLUSOIRE. 


715. La formule 


1 
EIE r COS o + 25sin Cosg F tsin? 


précédemment obtenue pour le rayon de courbure d'une 
section normale faisant avec le plan des xz un angle ọ, 
dépend des valeurs des dérivées partielles du second ordre 
au point considéré de la surface. Nous avons tacitement 
admis que r, s et £ avaient, en ce point, des valeurs déter- 
minées et indépendantes de l’angle 9. Mais ces fonctions 


È ; - o a 
se présentent quelquefois sous l'une des formes — ou —; 
o w% 


quand x, y et z deviennent nulles. Pour éviter l’indéter- 
mination, on posera 


y = rlange, 


relation qui convient à tous les points de la section nor- 
male considérée, puis, après avoir porté cette valeur 
de y dans les expressions de r, s, t, on fera x = 0. 

Soit, par exemple, l'équation 


= #1(2) 


f désignant une fonction quelconque. Elle représente une 
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surface dont les sections normales à l’origine sont des pa- 
raboles ayant pour axe commun l'axe des z. Les dérivées 
partielles du premier ordre sont : 


p= ()-r (3) 
oi (z); 


et les dérivées du second ordre : 


On a bien, en général, par ces formules, p= o, g =o 

, , P » 4 
pour x = 0, y —0. Quant aux valeurs de r, s, t, elles se 
présentent sous une forme indéterminée quand on laisse 


x et y indépendants entre eux; mais si l’on y remplace A 


par tango, elles deviennent 


r= 2f (tangọ)— 2tangef'(tange) + tang’f”(tange), 
s —f'(tange) —tangef"(tange), 
t = f"(tangg). 


Il faut maintenant porter ces valeurs de r, s, t qui, 
comme on le voit, dépendent de ọ, dans la formule 
1 
= — —_—_—_—_—— 
P r COS?g + 25 sin coso + tsin’g 
On doit remarquer qu’en faisant varier l'angle ọ, le rayon 
de courbure peut avoir, selon la forme de la fonction f, 


un nombre quelconque de valeurs maximums ou mini- 
mums, et il y aura autant de maximums que de minimums 
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puisque ces valeurs doivent se succéder alternativement 
quand on fait varier ọ de o à 27, et que la section nor- 
male revient à sa position primitive. 


TANGENTES CONJUGUÉES. 


716. Soit MM’ une courbe quelconque située sur une 
surface : imaginons les plans tangents menés par les points 


Fig. 126. M et M’. Si le second point se rap- 
A proche indéfiniment du premier, 
N l'intersection des deux plans va- 

riera de position et deviendra à 


la limite une certaine tangente 
à la surface passant par le point 
M. Cette droite limite et la tan- 
gente MT à la courbe MN sont dites tangentes conjuguées. 
Prenons pour origine le point M, pour plans des zx et 
des zy les plans des sections principales correspondant à 
ce point et le plan tangent pour plan des xy. On aura au 
point M, x=0, y=0, z—0, puis p=0, q{ =0, s=0: 
L'équation du plan tangent en M’(x’, y’, z’) est 


Z—s=piX-x)+9(X—r) 


p’ et g' désignant les valeurs de p et de q relatives au 
point M’. D’après la formule de Maclaurin, on a 


T 
= pr + qy + x (rx? + 2sx y + ty") +... 


On aura donc, en négligeant des infiniment petits du 
troisième ordre, 


Li 
g= = (ræ? + ty”). 
On trouvera de même 


Et =el#, 


Par suite, les équations des plans tangents menés aux 
II. 2° édition. 15 
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points M et M’ seront 


Z= 0, 
rz'(X— x) + 9" (Y — 2") + > (re + ty) — Z= 0. 


Ces deux équations représentent l'intersection des deux 
plans tangents. Or, si l’on porte dans la seconde la valeur 
Z = 0, on aura, en réduisant, 


r£ X+ ty'Y — 2 (ra +0") = 0. 


Posons y'= mx", m étant le coeficient angulaire de la 
projection de la droite MM’, qui, à la limite, se confond 
avec la tangente MT. L'équation précédente devient 


rX + imY —© æ'(r+ tm) = 0, 


et quand le point M'se réunit au point M, on a x'—o et 
rX =+ tmy = 0, 

équation de la tangente conjuguée définie plus haut. On 

voit que si m’ désigne son coefficient angulaire, on a 


r P, 


m == — — 
tm 
, F 
ou mm za myt 


Telle est Ja relation qui doit exister entre les coeffi- 
cients angulaires de deux tangentes conjuguées, quand on 
prend pour axes la normale et les intersections du plan 
tangent avec les plans principaux. 


717. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à 
deux diamètres conjugués de l’indicatrice. 
En effet, si 
z? E ad 
Tp 


z 


est l'équation de Pindicatrice, on a, entre les coeficients 
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angulaires de deux diamètres conjugués, la relation 


mm = — — 
a? 
On a d’ailleurs (702) 
T 1 
æ=- b=- 
r K 
par conséquent, 
F b? r 
mm = — — = — >. 
a’ t 


Ce qui démontre le théorème annoncé. Comme d’ailleurs 
les rayons de courbure sont proportionnels aux carrés des 
diamètres de l’indicatrice, il résulte d'une propriété bien 
connue des sections coniques que la somme algébrique 
des rayons de courbure correspondant à deux tangentes 
conjuguées est constante. 


Note (p. 221).—Le cercle osculateur de la courbe OM’'C 
au point O est la limite vers laquelle tend un cercle tan- 
gent à OT au point O et passant par M’, lorsque ce der- 
nier point vient se réunir au point O. Le rayon de ce 


—) 


cercle est : on a donc 


oM’ 
200’ 
om" 
200’ 


. 


p = lim. 


Mais le rapport de OM’ à O'M’ ayant l'unité pour limite, 
on pourra remplacer OM’ par O'M’, et l'on aura 


iim. 2 
FE +00) 
ou bien 
OM 

8 200? 
puisque, la courbe OMC étant une parabole, le rapport 
om” te (i 
300 est Constant. 
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EXERCICES. 


4. Trower sur la surface de ellipsoïde 
Sp 
le lieu des points qui ont des indicatrices semblables (lieu des cour- 
bures semblables). 

Sozuriox. E et F étant les axes de l’une des indicatrices, si l'on 
pose À = ; + E le lieu demandé sera l'intersection de l’ellipsoïde 
par la surface dont l'équation est 

CPER (z +7 -i 5) =(¢ 4b’ ay 2). 

2. Les rayons de courbure principaux de l’ellipsoïde sont donnés 

par l'équation 
p (++ a — 7 — #)E+ 


bc 

P' 
où p désigne la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre 
sur le plan tangent au point (x, y, z). 


3. Pour la surface zyz = m°, on a 


= 0, 


2 naaa n e 27m 
P—2( PHH LS” mia à 
4. On sait que des droites normales à une surface sont aussi 

normales à une infinité d’autres surfaces, dont chacune est à une 
distance constante À de la première, de sorte que deux quelconques’ 
interceptent sur toutes les normales une longueur constante. Ces 
surfaces ont les mêmes plans des sections principales pour tous les 
points où elles rencontrent une même normale. Les courbes indi- 
catrices des surfaces pour ces points sont des coniques homofocales 
ayant leurs axes parallèles, de sorte que la ligne des foyers est con- 
stante de grandeur et de direction. 
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CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON. 
SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 


Lignes de courbure. — Propriétés des lignes de courbure. — Centres de 
courbure des sections principales. — Rayons de courbure principaux. 
— Applications. 


LIGNES DE COURBURE. 


718. Soient S une surface rapportée à trois axes rec- 

tangulaires quelconques, M (x, y, z), un point de la sur- 

Fig. 127. ~ face, et MN la normale en ce 

point. Si M'({x’, y', z') est un 

second point de la surface, voi- 

3 sin de M, la normale M'N’ ne 

SNAN rencontrera pas la première 

“" normale MN, à moins qu'il n’y 

> ait entre les coordonnées de 

/ ces deux points une certaine 

/ relation que nous allons cher- 

cher. 

La normale MN a pour équations 


(1) X—z+p(Z—-:)=0o, 
(2) Y—y+q(Z—z);=0o. 


Si p' et g' désignent les valeurs de p et de q relatives au 
point M’, la normale M'N’ aura pour équations 


(3) X—zx + p'(Z—z:)—=o, 
(4) Y—r+gqg{(Z—:)=0. 
En éliminant X entre les équations (1) et (3), on a 


2% =2+pa—ps 
P =p 
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‘élimination de Y entre les équations (2) et (4) donne 
RE et à AA 
qd —1 


On a donc l'équation de condition 
Te eue EST EN Gers aad 
ONE DTi: 

Cette équation et celle de la surface 
(6) z = f(x", 7) 
représentent une courbe MM’ située sur la surface et pas- 
sant par le point M. Toutes les normales à la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront rencon- 
trer la normale MN. 


719. Concevons maintenant que le point M’ se rappro- 
che de plus en plus du point M : la droite MM' deviendra 
la tangente, et les différences x'— x, y'— y, z'— z, 
p'— p, q'— q devront être remplacées par les différen- 
tielles dx, dy, dz, dp, dq. De mème p'z'— pz = d (pz), 
g'z'— gz = d (qz). On aura donc, à la limite, 

dr + pdz + zdp _ dy + qdz- zdq 
dp 2 dq 


? 


ou simplement 


(7) 


Mais on a 


dx + pdz __ dy + qdz 
dp A dq ? 


dz = pdx + gdy, 
dp = rdx + sdy, 
dq = tdy + sdz; 


donc 
dy dy 
EE FPI o PUAU) 
GA I AI 
T+s — sS+t—-— 
: ds dx 
ou bien 


(8) n gsm) ++- (1-+p*)e] (2) 


+[pgr— (1 + p)s] = 0. 
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date 4 ra” 
Cette équation donne deux valeurs de Z. Elle indique 


deux directions suivant lesquelles il faut passer du point M 

à un second point infiniment voisin, sur Ja surface, 

pour que la normale en ce point rencontre la normale au 
dy 


point M. Prenons l’une des valeurs de 7 et la valeur 


dz . . 
correspondante de ++ Soit M’ le point correspondant. 
[í 


On passera de même du point M’ à un troisième point M”, 
et ainsi de suite. On aura donc une ligne MM'M”,..., 
telle, que toute normale à la surface menée par un de ses 
points rencontrera la normale infiniment voisine. La se- 


dy 4 " y i 
conde valeur de Se aurait donné une autre ligne jouissant 
ac 


de la même propriété. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d’une 
surface pour lesquels les normales infiniment voisines 
se rencontrent consécutivement. L'analyse précédente 
montre qu'en chaque point d'une surface il passe deux 
lignes de courbure représentées par l'équation difléren- 
tielle (8) et par l'équation de la surface. En éliminant z, 
on aura l'équation de la projection de Ja ligne de cour- 
bure sur le plan des xy. L'intégration donnera deux 
équations contenant deux constantes arbitraires qu'on 
déterminera en faisant passer la ligne par un point donné 
de la surface. 


PROPRIÉTÉS DES LIGNES DE COURBURE. 


720. Prenons la normale MN pour axe des z : p etg 
sont nuls et l'équation (8) devient 

dy\3 dy 
(g) (Z) a i a Ao ye 0. 

Le produit des racines de cette équation est égal à — 1; 
donc les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 


Si maintenant on prend les plans principaux pour 
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plan des zx et des zy, on a s= 0. L'équation (9) a une 
racine nulle et l’autre infinie : donc les deux lignes de 
courbure ont pour tangentes l’axe des x et l'axe des y, 
c'est-à-dire les tangentes aux sections principales. Les 
deux séries de lignes de courbure se coupent donc à angle 
droit sur la surface et la partagent en rectangles infini- 
ment petits. 

Si l’on avait à la fois s — 0, r= t, les deux valeurs de 


d 5 TA ERA z r Er 
A seraient indéterminées. Jl y aurait une infinité de 


lignes de courbure passant par le point M, autour duquel 
toutes les courbures seraient égales : ce serait donc un 
ombilic. Ce caractère peut servir à trouver les ombilics 
d’une surface, car si l’on exprime que l'équation (8) donne 


dy < S ` 
pour z une infinité de valeurs, on aura les deux condi- 
tions déjà trouvées (706) 
PER E gi P 


= 


sS 


| 


721. Soient O un point de la surface, ®zla normale, 
OA et OB les deux lignes de courbure, Oæ et Oy leurs 
tangentes. Si O' et O” sont deux points infimiment voisins 
du point O sur les lignes OA et OB, on sait que les nor- 
males O’K et O”L rencontreront Oz : soient K et L les 

Fig. 128. points d’intersection. Je dis que 
OK et OL sont précisément les 
rayons de courbure, au point O, 
des sections principales z2Ox, 


ri zOy. En elfet, puisque Ox est 


oo z tangente à la courbe OA, le point 
L O' infiniment voisin du point O 
sur OA peut être considéré 


comme appartenant au plan 
zOx. Donc la droite O'K qui est normale à la courbe OA, 
comme l'étant à la surface, déterminera, par sa rencontre 
avec la normale Oz, le centre de courbure de la section 
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principale située dans le plan zOx. On ferait voir de la 
même manière que OL est le rayon de courbure de la 
séction principale faite par le plan zOy. 

722. C'est ce qu'il est facile de vérifier par le calcul. 
Soient 

( X—z+p(Z—z)=0, 

0) | Y—y+4(Z —2)=0; 

X—x+p'(Z—z3)—o, 
ii Y—y"+(2—#)=0, 
les équations de deux normales. Si le point (x, y, z) 
coïncide avec l’origine et que le point (x', y’, z’) soit 
infiniment voisin, les équations (1) se réduisent à 


2. MN A 
et les deux autres donnent, au point commun, 
— dx + dp(:— dz) = — dz + Zrdx =0, 
— dy +dq{(:— dz) = — dy + Ztdy = 0, 


ou bien 
dx(Zr—1)=0, 
dy(Zt—:1)=o. 
On ne peut pas supposer dx et dy nulles à la fois, mais 
on peut satisfaire à ces deux équations, soit en posant 


(3) =, Z= =) 
ou bien 

P 1 

(4) dy =g; I 


Dans le premier cas, puisque dx =o, la tangente coïn- 
: , 1 
cide avec l'axe des y, et Z== est le rayon de courbure: 


principal. Même conclusion à tirer du second système. 


723. Il faut bien se garder de croire que les points de 
rencontre des normales soient les centres des cercles oscu- 
lateurs des lignes de courbure, car ces normales se 
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coupent consécutivement et sont tangentes à une mème 
courbe, propriété qui n'appartient jamais aux normales 
menées par les centres de courbure d’une courbe gauche. 
Et même les lignes de courbure peuvent être planes sans 
que leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des 
sections principales. Il faut pour cela que leurs plans 
osculateurs soient normaux el que, par conséquent, les 
lignes de courbure soient les lignes de plus courte dis- 
tance sur la surface (61° Leçon). Par exemple, dans les 
surfaces de révolution, les lignes de courbure sont les 
méridiens et les parallèles. Les méridiens sont des sec- 
tions principales, parce que leurs plans osculateurs sont 
normaux à la surface. Les parallèles sont des lignes de 
courbure planes sans être des sections principales. 


CALCUL DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN UN 
POINT QUELCONQUE D'UNE SURFACE. 


724. Le théorème démontré (722) permet de calculer 
les courbures principales en un point d’une surface, l'ori- 
gine étant quelconque. 

La normale menée au point M de la surface a pour 
équations 

X—x+p(Z—z)—=0, 
(1) Y—y+q(Z—:)=0. 


Si M' est un point voisin, pris sur la ligne de courbure, 
la normale correspondante rencontrera la première nor- 
male en un point dont le Z sera donné par l’une des deux 
équations 

L+ pi + pq Fe 
(2) Z—2:= SE me Ce DE | 
r+ gs 


„dy 
? 
riU HE) 


(3y Z— 3 = 


fra 
$ ai 
s dr 
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es lé dy $ 
En éliminant Za entre ces deux équations, on aura 


(rt—s')(Z —:) 
(4) —[(1 +p) + (1+4) —2pqs(Z— 2) 
+i+p+qg = 0. 
Cette équation donne deux valeurs de Z—z, et, par suite, 
de Z, qui correspondent aux centres de courbure des deux 


sections principales. Appelons p l’un des rayons de cour- 
bure, on aura 

=X—2) +07} +(2—:), 
valeur qui se réduit, en vertu des équations (1), à 
p= (Z— a)y r+ pP 4 


d'où Ae ea E; 
ViHP + 


Si l’on substitue cette valeur de Z — z dans l'équation (4); 
on aura, en réduisant et ordonnant, 


(re — 5°) p° 
(5) 4 —[0 +p)e+ (+ gr —a2pas]Vi ++ ep 
+(i+p + g)= 0, 
d'où l’on déduira les valeurs des deux rayons de courbure 
principaux. 


725. Les normales d’une surface, menées par les diffé- 
venis points d'une ligne de courbure, forment une surface 
développable, puisque deux normales consécutives se ren- 
contrent. Pour avoir l'équation de cette surface, il faut 
éliminer x, y, z entre l'équation de la surface proposée, 
les équations d’une normale (1) et l'équation (8) du 
n° 719 qui exprime que le point (x, y, z) est sur la ligne 
de courbure, 

On obtiendra le lieu des centres de courbure de toutes 
les sections principales d’une surface 


F(z, Ys z) = 0, 


‘ 
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en éliminant x, y, z entre cette équation, celles de la 
normale et l'équation (4) où Z se rapporte au point de 
concours de deux normales infiniment voisines. Cette 
surface se composerait de deux nappes, puisque chaque 
normale contient deux centres de courbure. 


APPLICATION DES THÉORIES PBÉCÉDENTES AU PARABOLOÏDE 
ELLIPTIQUE. 


726. Équation différentielle des lignes de courbure. 


— Soit 
(1) z= 4+% a>b>o, 
l'équation d’un paraboloïde elliptique. On a, dans cet 


exemple, 
T 


(2) pE 


al a 


L’équation générale (719) 


(1 + p°)dz + pqdy _ (1+ 9°) dy + pqdx 
rdz + sdy rs sdz + tdy 
devient 


sa ]_dz À 
Gus a( jette o (+2)] 


ou, en ordonnant, 


zy dy? Aer : z PAT AR — 
abi da \6 


et, en multipliant par 2 


1 yd (G I zx? Le ) 1 ydy 
b 


(3) Va z dx? ‘ ab aubj) x? xdx 
IE rt à 
D Le me 


c'est l'équation différentielle des lignes de courbure du 
paraboloïde elliptique: 
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Intégration de l'équation (3). — Si l'on fait x’ =v, 
J? = u, cette équation devient 


I du\? 1 I v u \du u 
ere AA es es ———|]—— — =0. 
(4) ab” (F) +(3—; PT Ha ab 
Comme u et v n’entrent qu'à la première puissance, 
on peut y satisfaire en substituant à u une fonction 


linéaire de v. Posons 
d. 
u= co—+ec, doù T=. 
En substituant dans l'équation (4), les termes qui multi- 


plient v se détruisent et il reste 


d'où 
FT ab(a—bie 
b + ac 
La constante c reste donc arbitraire, et comme l'intégrale 
ne doit en renfermer qu’une, il en résulte que u=cv+c" 
ou 
ab(a— be 
5 2 CR + ———— 
(5) y TET 
est l'intégrale générale de l'équation (3). En faisant varier 
c, on aura les projections sur le plan des xy de toutes 
les lignes de courbure. Ces projections sont des ellipses 
si l’on a co, des hyperboles quand € est >o. Elles 
ont toutes leur centre à l'origine. 

Détermination de la constante c. — Si l'on veut avoir 
les lignes de courbure qui passent par un point (x, y’, z’) 
de la surface, on déterminera c par l'équation 

ab(a— be 
= CR? + —————; 
* UT + ac 
ou 


(6) aane TSS — DE + YF fee by" = 0: 


NET yaa ` 
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puisque a et b sont de mème signe. Ces deux racines 
étant désignées par m et — n} les projections des lignes 
de courbure seront représentées par les équations 


ab(a — bjm 


" 2 —— 2 
(7) DA R b + am 

, ab(a— b)n 
(8) J = ns + ER ; 


La première courbe est une hyperbole, Ja seconde une 
ellipse. 


Discussion. — La constante m peut varier de o à l’in- 


Ta ; , b 
fini, mais z doit être plus grande que — et ne peut va- 
a 


rier que de ; à l'infini. En effet, l'équation (8) étant 


mise sous Ja forme 
ab(a— b)n 
2 2 —— 
Ÿ° + na —= EEE EU 


le second membre doit être positif : done, puisque a est 
>b, il faut que l’on ait an — b> o ou n> $ 


Examinons maintenant les hyperboles représentées par 
l'équation (7). A cause de l'hypothèse a >> D, toutes ont 
leur axe réel dirigé suivant l'axe des y. La valeur du demi- 


axe transverse est 
ab (a — b)m 
b+am 


ou bien 


Si m varie de o à l'infini, cet axe augmente de o à 
VE (a — b). En mettant l'équation (7) sous la forme 
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on voit que pour m = % elle se réduit à x = o. L'hy- 
perbole se confond alors avec l'axe des y ou plutôt avec 
la portion de l'axe des y qui commence à une distance de 
l'origine égale à + Vb (a — b). 

Les ellipses représentées par l'équation (8) ont leurs 
axes dirigés suivant l’axe des x et l’axe des y. 
Les demi-axes ont pour expressions 


ab(a — b) [t b), 
s UE Sd 
an — b y b 
āa— 
n 


Le premier, dirigé suivant l'axe des x, diminue donc 


SAR MANN > 
de l'infini à o quand z augmente de — à l'infini. L'autre 


demi-axe diminue de l'infini jusqu'à Vb (a— b). Donc 

tout point situé sur l'axe des y et à une distance de l'ori- 

gine plus grande que V2 (a — b) sera le sommet d'une 

de ces ellipses. Pour n = œ l'ellipse se réduit à l'axe 

des y, comme le montre l'équation (8) mise sous la forme 
2 — 

3 gi ab(a—b). 


= — 2 $ 


n an — b 


cela résulte encore de ce que l’autre axe se réduit alors 
à o. 

Si x/— 0, une des valeurs de c est infinie et l’autre est 
positive ou négative suivant que y’ est inférieur ou supé- 
rieur à Vb(a—b). Les projections des lignes de cour- 
bure sont alors l'axe des y etdes hyperboles ou des ellipses, 
selon que y’ est plus grand ou plus petit que yb (a — b). 

Si y'= 0, une des valeurs de c est nulle et l’autre tou- 
jours négative. Dans ce cas, les lignes de courbure ont 
pour projections l'axe des x et des ellipses. 
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EXERCICES. 


4. Trower les lignes de courbure de l’ellipsoïde. 
SoLuTIoN. Soit 
Sie 
l'ellipsoïde donné, a> b> c. Les projections des lignes de courbure 
sur le plan des zy sont, pour l’un des systèmes, des ellipses 


a 


RE 
A Con 
X et Y étant les coordonnées d’un point de l’hyperbole 


CARRE Y= ba — b) 


Pe E = g 


X? 


, 


et, pour le second système, des hyperboles, 


S 
t ae 


dont les demi-axes sont les coordonnées d’un point de l’ellipse 


rp PIB) y PE D) 
H a — e ler a — © 
Sur le plan du grand axe et du petit axe les projections des deux 
systèmes de lignes de courbure sont des ellipses. 
2. Lorsque trois surfaces se coupent orthogonalement, l’intersec- 
tion de deux quelconques d’entre elles est une ligne de courbure 
de l'une et de l’autre. 


3. Lorsque deux surfaces se coupent suivant une ligne de cour- 
bure commune à l’une et à l’autre, elles se coupent sous le même 
angle en tous les points de cette ligne. 
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CINQUANTE-SEPTIÈME LEÇON. 


CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. — CALCUL INVERSE 
DES DIFFÉRENCES. 
Notions préliminaires. — Différence n°” du premier terme d’une suite 


en fonction des termes de cette suite. — Terme général d’une suite en 
fonction du premier et de ses différences successives. — Différences des 


fonctions entières. — Différences de quelques fonctions fractionnaires 
ou transcendantes. — Théorèmes généraux. — Intégration de quelques 
fonctions. 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


727. Le but général du calcul différentiel est de cher- 
cher les limites des rapports des accroissements simultanés 
de plusieurs quantités variables, ce que l’on peut faire 
sans considérer les valeurs numériques de ces accroisse- 
ments. Dans le calcul aux différences finies, on s'occupe 
au contraire de ces valeurs numériques et l’on cherche à 
en déterminer la loi. 


Soient 


DIT Ms Mars autel Daaa 
? 


une suite de valeurs successives que reçoit une quantité 
variable. Si l’on retranche chacune de ces valeurs de celle 
qui la suit, on obtient ce qu'on appelle les différences 
premières de ces valeurs, et on les représente par 


Ait As... : 3 0 lasers y 
en sorte que l’on a 
U— Us = Aus, Us — U, = AU ,..., Unyi — Un = Au,.... 


En opérant de la même manière sur la suite des diffé- 
rences premières, on obtient une suite de différences 
deuxièmes, qu’on représente par 


Dies. 2 MU NE, Rides aa 
On a donc, par définition, 


Au, — Au; = Mu, Au; — Au, = du,,.,... 
II. 2° édition. 16 
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On formera de la même manière des différences troi- 
sièmes, quatrièmes, etc. 
Par exemple, la suite des carrés des nombres entiers 
15 A TE SN 
a pour différences premières 
e PREE T LORS 3 
et pour différences secondes 
DD T 


les différences troisièmes, et par suite les différences 
d’un ordre supérieur, sont nulles. 

Dans cet exemple, toutes les différences secondes sont 
égales à 2. Si l’on admet la généralité de cette loi, on 
pourra prolonger indéfiniment la suite des différences 
premières, et, par leur moyen, celle des nombres carrés. 


728. Le calcul des différences est fondé sur quelques 


principes analogues à ceux qui forment la base du calcul 
différentiel. 


En premier lieu, u, y, z étant des quantités variables, 
on a 


(1) A(u +0 — z) = Au + år — Az, 


c'est-à-dire que la différence d'une somme est égale à la 
somme algébrique des différences de ses parties. En effet, 


á (u +o — z) = (u +0, — 2) — (u + 0 — 3) 
= (u, — u) + (o — e) — (2 — z) 
= Au + Av — Az. 


La différence d’une constante est nulle. Donc 
(2) â (u +a) = Au. 
On a encore 
(3) Aau = au, 


car Aau = au, — au = a (u, —u) = a Au. 
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EXPRESSION DE Au. 


729. Proposons-nous de trouver l'expression de Au 
en fonction de u, u,,..., Un. On a d’abord 
Au = Uu — u, - 
Au, = uz, — ll» 
Mais Mu = Au, — Au : 
donc Au = U — 2U + U. 
A’u, doit ètre composé avec us, ue, u,, comme Â? u avec 
üs, U, u. On a donc 
Au, = Uz — 2 U- lli, 
et en retranchant A°u de A’ u,, 
Au = U, — 3u,+ 3 u; — u. 
On trouvera de la même manière 
Aru = U; — ts, + 6u, — hut u, 
` et ainsi de suite. On voit que les coefficients numériques 
qui entrent dans l'expression des différences A’u, Au, 
A*u, sont les coefficients des puissances deuxième, troi- 
sième, quatrième du binôme, d’où l’on conclut, en géné- 
ralisant, 


n(n—1) 


(1)  A'u=u,— nu + — Un —.. Eu, 


1.2 
ou, sous une forme symbolique, 
aru = (u—:1)("), 
» LA . . . 2 2 ? 
égalité qui tiendra lieu de la précédente, pourvu qu'après 
avoir développé le second membre par la formule du bi- 
nôme, on remplace u’, u',u*,..., paru, u,us,. .. 
Pour démontrer la généralité de cette loi, posons 


(2) Au = ún — A ipi + Bin r — Curs t... Eu. 
On aura également 

(3) Atu, = Urpi —Au,+Bu,_, — Clr F... Eu, 

et, en retranchant A" u de A” u,, 


u,+Blu,_, —C 
+ À | — B 


AH u = Un — À 


Us +. Fu. 


— f 


16. 
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Or si 1, A, B, C,..., sont les coefficients de (x+1)" on 
sait que 1, 1-+ À, A + B, B+C, ..., seront les coefficients 
de (x+1)"+". De là résulte que si la formule (1) est vraie 
pour l'indice z, elle l’est encore pour l'indice n + 1, ce 
qui démontre sa généralité. 


730. Autrement, supposons la loi démontrée pour l'in- 
dice z et posons 


Aru => Ku,—={(u—1)", 


on aura au = Y B upsi 


Donc Atty =y K uppi -5 Kip, 
=» K(up41 — Up), 
ou, sous une forme symbolique, 
au Y, KuP(u—). 
Il résulte de là 
au =(u—1)Ÿ Ku = (u — 1) (u —1)", 

et, par conséquent 

a+ u = (u — 1)". 
EXPRESSION DU TERME GÉNÉRAL D'UNE SUITE EN FONCTION 

DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES SUCCESSIVES. 


731. On a, par définition, 
u, =u + Au, 
U = U, + Au, 


Au, = Au + Au. 
En ajoutant ces équations membre à membre, on à 
u= u + 24u + Au. 
On aurait de même 


Au, = Au +2Mu+ hu, 
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d'où, en ajoutant ces deux équations, 

u,= u + 3Au + 3S u+ Mu, 
et ainsi de suite. On est ainsi conduit par induction à la 
formule 

n(n — ı) 
(1) miniet AE kA 
ou à la formule symbolique 
ün =(1+A)(Mu, 

dont l'exactitude se démontrerait par le mode de raison- 
nement employé aux n°° 729 et 730. 


DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. 


732. Supposons maintenant que u soit une fonction en- 
tière de x du degré m, et que us, Us, us,..., représentent 
les valeurs successives que prend cette fontion, quand on 
donne à x une suite d’accroissements égaux représentés 
par h. Soit 

u = Az" + Bai Co"? +... +K +L. 
On aura 
Au = A[ (z+ hy" — 2] + B[(z +A) — a] 
+ C[(z + h — aei]. HKR. 

En développant et ordonnant par rapport à x, on aura 
un résultat de la forme 

Au = mAh" 4- B'e" H Ua nnn K’. 
Le premier terme est du (m — 1)°”° degré et son coeffi- 
cient se forme en multipliant:le coefficient du premier 
terme de u par l’exposant de ce terme et par A. 

En opérant de la même manière sur la différence pre- 

mière, on aura 
Au = m{m — 1) A Par + B'a”. T, 
on trouvera de mème 
Au = m(m — 1) (m — 2) Az" + Ban... H”, 


et ainsi de suite. 
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Le degré de chaque différence va en diminuant d'une 
unité, d’où l’on conclut que la m*"* sera constante et se 
réduira au premier terme, dont la loi est connue. On 


aura donc 
AU=T.2:3.,, MAR" 


Ainsi les différences m?” d'une fonction entière du 
më” degré sont constantes, lorsque la variable croît par 
(4 q P 

degrés égaux. Les différences suivantes sont donc nulles. 

733.. Soit u= x". Alors 

Atu=1.2/3...mh", 
u={(rx+h)}", w=(z+2h)",... 
Si l’on substitue ces valeurs dans la formule 


(1) Au un — nus + al ui +... (729) 


on aura, si n = mM, 
(2) (1.2.3... mh" = (x + mh)” 
l —m[x + (m — 1) A) +... Er. 
Faisant x = 0, h=1, 
URANNI EP aa 


(3) | 4 mi) 


A (m —2)"—...& m. 


Si l’on suppose x > m, alors on a Au = 0, et la for- 
mule (1), en faisant encore x = 0, h = 1; donne 


n(n — 1) 


-i (n= 2)*—.... 


(4) o=7"—n(nr—1)" + 


734. Soit 
u—=x(z+h)(z+2h).. [z+(n—1)4], 
on aura 
(5) Au = (x+ h)(x 42h)... [£+ (n —1i)h]nh, 
(6) Au—=(x+2h)...[x+(r—1)A](r — 1). 


La loi de formation est évidente. 
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247 


DIFFÉRENCES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTIONNAIRES OU 


TRANSCENDANTES. 


*735. En supposant toujours que la variable croit par 


degrés égaux, on a 


= nh 
EREN n(n+1)# 


z(x + h)... (2 + nh) (æ+ (nF 1)h] 
et ainsi de suite. 
2 =, 
Au = a7 (a — 1), 
Au = a? (a — 1}, 
et, en général, 
Anu = a (a — 1}. 
3° u = sin (ax + b), 
Au = sin (az + ah +- b) — sin (ax + b), 


Asin (az + b)= 25in $ ahcos (az + b +2). 


On trouverait de même 


A cos(ax + b)=— 2sin = ah sin (az + b + 2”). 


On trouvera ensuite 


ñ 


A sin (ax + b) = 2sin > ah.Acos (az + db + z) 3 


et, à cause de la seconde formule, 


á? sin (ax + b) = — fin Z sin (ax + b + ah), 


et ainsi de suite. 
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CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. — DÉFINITIONS ET 
NOTATIONS. 


736. Le calcul inverse des différences a pour objet de 
déterminer une fonction quand on connaît sa différence 
finie, ou lorsqu'on a une relation entre cette fonction, 
quelques-unes de ses différences et la variable indépen- 
dante. Mais nous nous bornerons au premier cas. 

Soit x la variable indépendante dont l'accroissement 
Ax est supposé constant et égal à L; soit F (x) la fonction 
inconnue et f(x) la difiérence donnée : on doit avoir 


AF(z)=f{x), ou F(x+)—F(x) =/f(z). 
La fonction F (x) dont la différence est f(x) se repré- 
sente par D f(x) et se nomme l'intégrale aux différences 
finies de f (x). D'après ces notations, les caractéristiques 
> et A appliquées à la même fonction se détruisent, et 


l’on a 
ADf(z)=/(z), Yaf(x)=f (2). 

737. Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a ob- 
tenu une intégrale particulière d'une différentielle donnée, 
on ajoute à cette première solution une constante arbi- 
traire pour former l'intégrale générale. Dans le calcul in- 
tégral aux différence finies, ce n’est pas une constante 
arbitraire qu’il faut ajouter à une intégrale particulière, 
mais la fonction la plus générale dont la différence est 
nulle. Ainsi ọ (x) étant une fonction dont la différence 
est f(x), il faudra que l'on ait 

F(z) =g(z)+ a(z), 
w (x) devant satisfaire à l'équation 
do(s) =o (x+ hA)—o(z)= o. 
La valeur de la fonction © (x) est complétement arbitraire 
quand x varie depuis une valeur quelconque a jusqu’à la 
valeur a + h, Pour les valeurs de x, qui ne sont pas 
comprises dans cet intervalle, & (x) sera déterminée par 
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la condition de reprendre la même valeur quand x aug- 
mente de k. On la nomme pour cette raison une fonction 
périodique. 

Cette fonction peut être représentée par une courbe. 
Prenons sur laxe Ox des intervalles AA’, A'A”, 
A!A!",..., égaux à h; puis élevons les perpendiculaires 
Fig. 129. égales AB, A'B’; A”B”,.... 
yj Traçons à volonté Parc 
My ar poal BMD et soit BB'B'B"... 
| | l'E oi une ligne composée d’un 
nombre indéfini d'arcs 
Oj À a FA, æ égaux à BMB'. L’ordonnée 
de cette courbe aura la même valeur pour des valeurs de x 
dont ladifférence est À et représentera la fonction cherchée. 
On aurait une fonction jouissant de la propriété en 

question, si l’on prenait 


(2% 27 x 
ur} =Y (sin nn Lane a 


Y désignant une fonction tout à fait arbitraire. 


THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES FINIES. 


b 
738. Dans le calcul intégral, | f(x)dx représente la 


somme des valeurs de la différentielle f(x) dx quand x 
varie de a à b. L'intégrale aux différences jouit d’une 
propriété analogue. 
Soit F (x) une fonction dont la différence finie est 
f(x). On a, quel que soit x, 
4F(z) ou F(x+4)—F(x) =/f(x). 
Appelons £o, di, Ze,.... Xa des valeurs de x croissant 
par intervalles constants et égaux à 2. On aura 
F(z) —F (2) =f (x); 
F(z) — F(x) =f (z), 


nn mn 


F (z) — E (Tr ) PATS 
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d’où 

(1) Fa) —F(x) =f (2) + fa) +... + f(a), 
ce qu'il fallait démontrer. 


Notons encore, comme exemple de l'analogie des deux 
calculs, les formules 


(2) Dre) =YTu+D T2, 
(3) Zau— au, 


conséquences évidentes des formules (1) et (3) du n° 728. 


INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS. 
739. On a trouvé (735, 2°) 
A.a®— a? (aè — i), 


d'où, en désignant par C une fonction périodique (737), 


a 
>) a=- + C. 
ah—1 
Si l’on donne à x les valeurs o, 1, 2,..., n— 1, 0na 
h = 1, et en appliquant la formule (1), on aura 


a" I a" — 1 


Hata ka 


? 
a 1 1] & =— i 


formule qui donne la somme des termes d’une progression 
géométrique. 


740. On a trouvé (735, 3°) 
ot sd ah 
Asin (ax + b) =2sin > ah cos (a+ +b): 
AS- 
changeons x en x — il vient 
A ah Pad 
A sin (ar— = +) -f sin — ah cos (ax + b), 


sin { ax — — + b 
2 


T 
2sin — ah 
2 


d'où 


+ C. 


Ycos(ar + b) = 
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En faisant x = 0, 1, 2,..., n —1, on aura 
cosb + cos(a + b)+cos(2a+b)+...+cos[(r—1)a+b] 


fhei) eo] un(e 1) 


Cu 
2 sin — 4 
2 


, 


c'est-à-dire 
cos b+-cos(ab) + cos(2a + b)+...+cos[(r —1)a+b] 
. na n—1 
sin % cos ( a + b) 
PNR PE. 2 d 


1 
sin — a 
2 
On trouverait de la mème manière 
sin b + sin(a+b)+sin(2a+b)+...+sin{(r—1)a+b] 
s_ RS n — i1 
sin — sin C= a + o) 
ER LAVE. 00 HOT 
ap 
sin — a 
2 
7M. En intégrant la formule (1) du n° 734, et rem- 
plaçant x par x — h, et n par n +1, on a 


| Y a(eth).. fe +(a—1)h] 
| (n+ 1) A 


On tire de la seconde formule du n° 735 en y changeant 
n en n—1 


(1) 
+ C. 


I 
ee ..[e+(n —1)4] 
I I 
A ET ÉTAT msi. Gros" 
En changeant x en m + h, dans la formule (1), puis 
faisant À = 1, on aura 


1.2.3. .n+2.3.4.. (n+1)+3.4.5...(n+2)+... 


(2) 


(3) +m(m+i)(m+o)...(m+n—1) 
BEURA ah (bn). 
n +1 
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Ici la constante est nulle parce que le premier membre 
est nul pour m = 0. 
Par exemple, si z = 3 on a 


1.2.3+2.3.4+3.4.5+...+ m(m+1)(m +2) 


= m(m +1) (m+2)(m +3). 


á 


On tirera de même de la formule (2) 


| I I 1 
ENTRE 2.3...(n+1) ER 3 mm +3)..(m+n—1) 


(4) 


I I I 
\ = cr {m+n — | 
Par exemple, on a, pour n = 3, 


I I 1 4 I 
m(m+i)(m+2) 


4 2(m+i1)(m+2)" 
pour n = 2, 
1 


1 I I 
RU ES er 


Il est facile de vérifier ce dernier résultat, car le premier 
membre peut se mettre sous la forme 


1 E I ai I CEE 
LE à HE +(3-7 ri 0e m m+i)’ 
et la somme de ces termes est évidemment égale à 


1I 
m +1 


1 — 
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CINQUANTE-HUITIÈME LEÇON. 


SUITE DU CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. — FORMULES 
D'INTERPOLATION. 


Intégration des fonctions entières. — Évaluation des sommes par les 


intégrales ordinaires et des intégrales par les sommes. — Formule de 
Newton. — Formule de Lagrange. — Approximation des quadratures. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS ENTIÈRES. 
742. L'intégrale d’un polynôme du m‘*"*° degré 
f{z)= Az" + Ban Ca + ..., 


devant être un polynôme du degré m + 1, posons 
Zf) = A'a y B'a C.n, 


A', B', C',..., désignant des coefficients inconnus. 
On doit avoir 


A'[(x + hj — a" ] + B'[(£ + h) — a]... 
= Am" Ban + Cm"... 
ou bien 


(m+i)m 
1.2 


(m+3)A'A| 2" + AM) ar"! 


+ B'mh 


(m+i)m(m—t) yry am? 
1.2:3 


= Az"+ Bari Can +... 


En égalant les coefficients des mêmes puissances de x 
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dans les deux membres, on aura 


ne A i B 1 
m +1) HT D 34 
Re C Ea mAh 
(m—1)h 2 12 ? 


et ainsi de suite. 
Pour trouver De, il suffit de faire A —1, B= 0, 


C = 0, etc., et l’on a 


d'où 
Lu anti Lan + = mhz — 
= EM )h 2 12 


On voit que le premier terme est égal à l'intégrale de 
x" dx divisée par h et que le coefficient du second est 


égal à — =. 
743. On peut trouver Da et plus généralement 
Y, f (x) par la série de Taylor. On a 
fiz +h)— f(z) 
ou Afla) = 4f (2) + fe) t.i 


ce développement se termine de lui-même quand f(x) 
est une fonction entière de x. 
Si lon intègre les deux v on a 


fi =r F ft E Ee.. 
et, si l'on pose f(x) ES 
at (m +1) 4 Det (m i)m EE Dar 


(m +1) m(m— 1), x2 
i A EE PRÉ a 
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Pour déduire de là 2x" il faut faire successivement 


m= 0, 1,2, 3,...;0n aura, C désignant une fonction 
périodique (737), 


X= 
Sie 


D == sr +ar+c, 
A 
Ss Cas x + C 
4 
PR Le hi h C 
>= 5h 2 goi Ré N 


RE sot ossreses 


La formule générale (738) 
FESES) + + (En) = F (21) — F (20) 


permet de déduire de l'intégrale Zx” la somme des puis- 
sances m°"** des nombres 1, 2, 3,..., n. 

Si l’on fait h = 1, et qu’on donne à æ les valeurs o, 1, 
2, 3,..., n, ce qui change Zx” en Zx"+ x", on aura 


He AANEEN) 


2 2 2 

1 I n(n+1)(22 +1) 
S= +7 SI A A a t 
3 + A TE 1843 

2 2 
S= ga im an EC, 
S= pn de WE E S 
5 2 3 


On remarquera que la somme des cubes des 7 premiers 
nombres est le carré de la somme de ces nombres. 
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SOMMATION DES PILES DE BOULETS. 


744. Considérons d’abord une pile à base triangulaire. 
Soit n le nombre des boulets contenus sur un côté de la 
base, la base contiendra un nombre de boulets égal à 
n(n +31) 

2 


IH2+3<+...+n— 


Pour avoir le nombre total N des boulets, il faut faire 
successivement 7 = 1, 2, 3, etc., ce qui donnera les bou- 
lets contenus dans les diverses tranches à partir du som- 
met. Le nombre cherché est donc égal à 


ou, d’après la formule (3) du n° 741, 
n(n +1)(n + 2) 
1253 
Si la base de la pile est un carré dont chaque côté ren- 
ferme n boulets, le nombre des boulets de cette tranche 
sera 2°. La somme de toutes les tranches sera donc 


(1) N= 


1H + 3+H,. +, 


et l'on aura (743) 
n(n+i)(an +1 
(2) H= ( )( jis 
6 

Soit enfin une pile rectangulaire. Appelons n le nom- 
bre des boulets contenus dans le petit côté de la base et 
a + 1 le nombre des boulets qui forment la rangée supé- 
rieure de la pile. Par l’une des extrémités de cette rangée, 
concevons un plan parallèle au plan du triangle équi- 
latéral qui aboutit à l’autre extrémité. La pile se trouve 
alors partagée en une pile à base carrée et un prisme 
dont l’arête la plus élevée contient a boulets. Donc, si 
l'on nomme N le nombre des boulets de la pile, on aura 

» 1 n(n +1) 

r+) (27+ ES ( | 


N 6 = 
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ou 
(3) E= > 3 
or a +1 est le nombre des boulets de l’arête supérieure 
et n+a le nombre des boulets d’un côté de la base : 
donc le nombre des boulets d'une pile rectangulaire est 
égal au nombre des boulets contenus dans l'une des 
Jaces triangulaires, multiplié par le tiers de la somme 
des nombres de boulets contenus dans les côtés paral- 
lèles de la pile. 

Il existe une analogie évidente entre la formule (3) 
et celle qui donne le volume d’un prisme tronqué. 


n(n +1) | 


ÉVALUATION DES SOMMES PAR LES INTÉGRALES ORDINAIRES 
ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. 


745. Soit i 
= fr dx 
ou fe) = E. 


On a, par la formule de Taylor, 
F(xz+)—F(x) 


= EH fe) t'e) + 


Donnant à x les valeurs £a, X3, æ+,..., Ln et dési- 
gnant x, par X, on a 
F(z) — Fas) 


=Ma) + PU) HE H., 
F(z) — E(x) 
h? h 
= War) + Es) + ESNE 


F(X)— Pla) 
= hf (en) + Fa) et Sa) +. …, 


IL, 2° édition, 


7 
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et, en ajoutant membre à membre, 


F(X) — F(x)= hif (z) +f (z) +.. + f(æn)] 
(1) HEUHA) S E) 


Posons 
f (2e) +f (z) +. +S (ai) =F (x), 
Sa) Se) +. San) = S (2), 


CCC odeto 


Comme F{X)—F(x,) n'est autre chose que l'intégrale 
définie de f(x) dx, prise entre les limites x, et X, l'é- 


galité (1) pourra s’écrire 
X 2 À | 
(2) ye J(=) de = ASS (2) + SP (x) + S'la) +. . 


Remplaçant f (x) successivement par f'(x), f" (£). 
dans légalité (1), on aura 


[F CS (ar) AS f'e + Esp" (a) + Sr" a). 
(3) |7 S E=" e) + E yr.. 


FX) S" (2) = ASF KF Ea +. (z) +... 


Mutipliantle dégats (3 2)et(3)par:, Ah, BA, Ch°,. 


et ajoutant, il vient 


x 
AAIEN RE 
ý FOES at 


"e = ASF (1) + WSS’ (e i +a) 
+ esf (a(z ) 
Dr 
+ SP" (r)(— roie EN 
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Le second membre de cette égalité se réduit à AS f(x), 
si l’on pose 


LEA s 0, 
572 


d’où l’on tire 


À = — -s 
2 
B= , 
12 
CN 
I 
D = — — 
720 
E 0, ; 


de là résulte 


I X I 
SA) 7 f Jede — AX) Ala] 


(5) 4 + TAX) S'a) 
| LA PEPX) =" a) + 5 


720 


formule qui sert à représenter une somme au moyen 
d'une intégrale définie. 
X 
746. L’équation (5), résolue par rapport à Í f(x)dx, 
To 


fera dépendre la détermination d’une intégrale ordinaire 
de celle d'une intégrale aux différences finies. En rem- 


plaçant Sf(x) par f(x) + f(x) + f(x) +..., on 
17. 
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aura 


UE £ 
$ Sia)de = EE + flr) rte) ++ E 
(6) — SX) -S (2) 
+ Ua- 


Le premier terme du second membre est égal à la 
somme des trapèzes inscrits dans la courbe y= f (x), 
et déterminés par des ordonnées équidistantes, Quant au 
premier membre, il représente l'aire de cette courbe. 


747. La détermination des coefficients A, B, C,..., 
peut se faire au moyen d'une fonction particulière, 
uisque lenr valeur numérique doit ètre indépendante 


de la fonction f (x). Si l’on prend 
RE, 


on a 


X r 
f S(x)dr = e” — s, 
Te 
>X 

Sf pet g tnh, ah A 

+ ... — CCE 

uisque X= x, + nh. Si l’on porte les valeurs précé- 

pug p p 


dentes dans l'équation (1), le facteur e* — c™ se trouvera 
commun aux deux membres, et, en le supprimant, on 


aura 
h x 
(7) Ia UF ABP EOAR 


1 suffit donc de développer À z Suivant les puissances 


de h, ce qui se fera par la formule de Maclaurin. 


On sait déjà que A =—; : l'égalité (7) revient donc à 
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la suivante, 


RS NOR EN 


ou bien 
SONT 
2 DE. 
sprl. SA UEL 
RTE 


Le second membre ne change pas quand est remplacé 
par —h. Donc le premier membre ne doit renfermer 
que des puissances paires de h et l’on a 


(CHERE ESC ER 


FORMULES D' INTERPOLATION. — FORMULE DE NEWTON. 


748. L'interpolation a pour objet de trouver une 
fonction d’une variable, connaissant les valeurs de cette 
fonction qui correspondent à un certain nombre de valeurs 
données de la variable. Ce problème est indéterminé 
tant qu’on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée, 
car il revient à faire passer une courbe par des points 
donnés, ce qui peut se faire d’une infinité de manières, 
tant que la courbe n’est pas définie. Le problème de 
l'interpolation devient déterminé quand la forme de la 
fonction est donnée et qu'elle renferme autant de para- 
mètres distincts qu'il y a de valeurs données de la fonc- 
tion. Par exemple, si l’on se donne n + 1 valeurs d’une 
fonction entière du degré z, correpondant à n +1 valeurs 
de la variable, on aura 7 +1 équatjons pour déterminer 
les n+ 1 coefficients inconnus. 

Nous examinerons d’abord le cas où les valeurs de la 
variable sont équidistantes. 

Soient donc 


List Na SP s 


n +1 valeurs équidistantes d'une variable, et soi 14 leur 
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différence constante. En choisissant convenablement 
l'origine des x, on pourra faire en sorte que 
tSv rh, = 2h". Ar: 


Soient APCE PR T OM. 2 


les valeurs correspondantes d’une fonction u, que nous 
supposerons entière et du n°" degré. A l’aide de ces 
valeurs on pourra former les différences successives Aus, 
dus, Aus,..., Aus. Maïs on a (731) 

mm —1) 


here ee HUE 7 a A 2 Ci LS 


Ce développement de u,, s'arrête de lui-même au terme 
qui contient A"u,, parce que les coefficients des termes 
suivants se trouvent nuls. Ainsi on peut le prolonger 
indéfiniment. En supposant m moindre que z ou au plus 
égal à z, on peut écrire 


m(m— 1) 
Un = l + MAUS, + —— A +... 
(1) m(m—1)(m — 2)... (m — n + 1) 
———————— ;_—— AU 
CE VE: SA 
z 
Remplaçons m par 7° et posons 
u = u, dE A EF £ A) 
AUS DES | NN TT 
(2) 


4 Gi). (Gr) 2 
h \A A IEn 
Le polynôme u se réduit évidemment à w,, pour x= mh; 
par conséquent, il prend les valeurs 
Mn (Mis 1030 bugs os 
lorsque x est égal à * 
ON A, Pas ‘nb, 
et comme ce polynôme est du n°" degré, il satisfait à 
toutes les conditions du problème. 


La formule (2) est connue sous le nom de formule 
de Newton. 
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FORMULE DE LAGRANGE. 


749. Supposons maintenant que les valeurs données 
L 
de x, 
PS E AL 
soient quelconques. Posons 
(1) u = A + Bz + Cr +... + G. 


On a, pour déterminer les z + 1 coefficients A, B, ..., G, 
les n +1 conditions 

u= A + Br, +Cri+...+Gzr, 

u = A + Bz, + Cr? +... + Gr, 
(2) u= A + Br, + Cri +... + Gr}. 


U= A + Br, + Cr} +... + Gri. 


D'après les formules relatives aux équations du pre- 
mier degré, les expressions des inconnues A, B, C,..., G, 
contiendront to; Us,- --, Un au premier degré. En rem- 
plaçant A, B, C,..., G, par leurs valeurs dans la fonction 
u, et réunissant tous les termes qui renferment Uo, u,,..., 
u,, on aura donc 


u = Pu, + Piu, + Prt +...+ P,u,, 


E 


Po, P,, P,,..., P,, étant des fonctions de x et de £o, x, 
Æs,-.., Lae Si l’on fait x= xo, dans la formule précé- 
dente, on doit trouver u = uo, ce qui exige que l’on ait 


P,—=1, Pi=o, P;,=0,...,P;—=0, pour z=%x, 


car les quantités uo, Us, us,..., Uns n’ont aucune dépen- 
dance entre elles. De mème, on aura 

P,=0, Pis, Pi=e,,.0, VIP,S50;. pour, r=2Z1: 
et ainsi de suite. 


La fonction P, devra donc être nulle pour x = 7;, 
£= %,...,T— Tp, et comme elle est du n°" degré, 
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on peut écrire 

P,=K(z—z)(x—x)...(x— x), 
K étant un coefficient numérique. Mais P, doit être égal 
à l'unité pour x = x., donc 

1=K{(z—zr)(m—2)...(r—), 
d’où résulte 

(ra) (x —2)...(z — Ta). 
hu (To — T) (xo— 2)... (2e — 2) 


On trouvera de même 


_(æ—2%) (£ —2)...(x — Ta) 
Peer (Ti — To) (Ti — T). e a 
p a Ba) le a) (2 a). (e — aa) 


(£a — To) (£1 — 21) (Z1 — T3). . (12 — 2) 


et ainsi de suite. En portant ces valeurs dans l'expres- 
sion de u, on aura la formule d’interpolation due à La- 
grange, 


SA (z — z) (£x — z)... (2 — £n) 
(To — Zi) (Lo — T1). . (Lo — 2) d 
(æ — x) (£ — z3)... (£ — zn) 
(3) Tee) (x — 2). Aai el 
ele esse Meta LES 
(© — ti) (x — 2). . (£ — Zu) A 


(Ea— To) (Ln— Zi). (Zn — Eri) 


Il n'existe pas d'autre fonction du n°” degré remplis- 
sant les conditions énoncées, car si l’on avait encore 


u—=A'+B'rx+...+6G'z, 
il faudrait que la différence 
A— A' + (B —B') z +... + (G— G’) 


devint nulle pour les n + 1 valeurs Los Lis PSE SES 
ce qui est impossible, car une équation du n°" degré 
ne peut pas admettre plus de » racines, 
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750. La formule de Lagrange peut se déduire de la 
décomposition, en fractions simples, d’une fraction algé- 


PE dans laquelle le degré de (x) 
est moindre que celui de f (x), et dont le dénominateur a 
toutes ses racines inégales. 


Posons 


brique rationnelle 


p(r)=u, f(r)=(z—m) (T — x)... (z— 2m): 


on a 


gx) _ (x) _1 (z) 1 
(4) f(x) f'y) SESO). EPERE 
nE Ea Li ? 
WAON (T — za) 


Mais ọ (£o) = wo et 
S'E) = (£o — 21) (2o — 21) +. . (£o — Za). 

Donc, si l’on multiplie les deux membres de l'égalité (4) 
par f(x), on trouvera que ọ(x) est la somme de plu- 
sieurs termes de la forme 

(x — r) (£ — 2). . (2 — Ta) 

anan a  —— —— le 

(La— 21) (To — 23). . (Lo — Th) 
FORMULES D'APPROXIMATION POUR LES QUADRATURES , 

RECTIFICATIONS, CUBATURES. 


751. L'évaluation des aires, des longueurs, des vo- 
lumes se ramène, en dernière analyse, à la détermination 
d’une ou de plusieurs intégrales définies relatives à une 
seule variable. Mais il est souvent impossible d'effectuer 
l'intégration indiquée, et il faut recourir à des formules 
d’approximation. 


Supposons qu'il s'agisse d'évaluer l'intégrale 


X 
£ S{z)dr =S, 


ou l'aire de la courbe y = f(x) 
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La formule d'Euler (746) offre un premier moyen d'ob- 
tenir une valeur approchée de cette intégrale. On peut 
aussi, à l’aide des formules d’interpolation, remplacer 
f(x) par une fonction entière du n°” degré que l’on 
intégrera, ce qui revient à remplacer la courbe y = f (x) 
par une parabole du n°"° degré qui a n +1 points com- 
muns avec elle. On peut encore prendre une suite de para- 
boles du deuxième degré, et remplacer les parties corres- 
pondantes de l'aire cherchée par celles de ces paraboles. 
C'est cette dernière méthode que nous allons développer. 
Partageons l'intervalle X — x, en un nombre pair » 
de parties égales. Par les trois points de la courbe, 
(os Yo)» (Lo + h, Yi); (Xo + 2h, yə), faisons passer 
une parabole du second degré dont l'axe soit parallèle à 
l'axe des y, ce qui est toujours possible, comme Pon sait. 
Désignons par z l'abscisse comptée à partir du pied de la 
première ordonnée, L’équation de la parabole sera 
y =4A+Bz + C7, 
el nous aurons 
Fe = A. 
yı =A + B4 +C, 
Yı = A + 2B4 + 4Ch, 
el ensuite 


n2h 


y 
| vdi = TE (SA + 3Bh + Ch) 
vu z 


h 
=; (A +4A + 4Bh+ {CP + A +oBh+ AC: 


par conséquent, 


at h 
[ ydi = 3 (rA Áy +y). 


0 


On opérera de la même manière sur les autres parties 
de Faire, et lon aura une valeur approchée de cette aire 
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en faisant la somme de ces parties, savoir : 


h h 
F HAr Hy) + gat hr +y), 
70 h 
TLA 3 (34 = 4Ys + Ye) +. “+ 3 (Vaat Yui + Ya)» 
ce qui revient à 
k ; č 
S = FAHS Ht Ya) HAHH) 


Cette formule est due à Thomas Simpson. 
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CALCUL DES VARIATIONS. 


CINQUANTE-NEUVIÈME LECON. 


VARIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 
But du calcul des variations. = Définitions et notations.— Théorèmes sur 
la permutation des signes d et à, fe à. — Variation d'une intégrale 
définie fya: — Cas où V ne dépėnd pas des limites. — Cas où V 


contient deux fonctions de x. — Cas où V dépend des limites. 


BUT DU CALCUL DES VARIATIONS. 


752. Dans les questions ordinaires de maximum et de 
minimum, on donne la forme d'une fonction d'une ou 
de plusieurs variables, et l’on cherche les valeurs par- 
ticulières qu’il faut attribuer à ces variables pour que la 
valeur de la fonction diminue ou augmente lorsqu'on mo- 
difie très-peu ces variables. Dans le calcul des variations, 
on considère une intégrale définie 


qui renferme sous le signe fuve variable x, une fonc- 


tion inconnue y de cette variable, et quelques-unes de 
ses dérivées, et il faut trouver pour y une fonction f(x) 
telle, que cette intégrale ait une valeur plus grande ou 
plus petite que si l’on remplaçait f(x) par une fonction 
d'une forme tant soit peu différente. On voit en quoi les 
nouvelles questions se distinguent des questions ordi- 
naires, Ce n'est pas une ou plusieurs valeurs particulières 
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qu'il faut déterminer, mais la forme d’une certaine fonc- 
tion inconnue ou la valeur y en fonction de x. 


753. Plusieurs problèmes de géométrie conduisent à 
chercher le maximum ou le minimum d’une intégrale 
définie, En voici un exemple : Étant donnés deux points 
C et D, trouver une courbe plane CMD telle, que la 
surface de révolution engendrée par le mouvement de 
cette courbe en tournant autour d'un axe Ox situé dans 
son plan soit un maximum ou un minimum . 


Fig. 130. Soit S la surface : en posant 
- REA OA = x, OB= x;, on aura 
| i E a ds 
AEN s= ar f y — dx. 
| | 5 dæ 


oa 7 Il faut donc trouver une fonc- 
tion de gz, y = f (x), telle, que 
l'intégrale précédente ait une valeur plus grande ou plus 
petite que toutes celles qu'on obtiendrait en modifiant 
infiniment peu la forme de la fonction f(x). 


754. La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu de celle qu’on a déjà suivie dans les 
questions ordinaires de maximum et de minimum. On 
suppose connue la fonction cherchée : on la fait varier 
infiniment peu, et l’on exprime que la valeur de Pin- 
tégrale augmente si cette intégrale doit être un minimum, 
ou diminue si elle doit être un maximum. Mais pour 
arriver à ce résultat il faut trouver les accroissements ou 
variations de y et des quantités qui en dépendent, quand 
on change la fonction de x qui exprime y. 


DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 


755. Soient 
y= f(x) 
l'équation d’une courbe CMD, et 


FL f(x) 
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l'équation d'une autre courbe C'ND' qu'on obtiendrait 
en faisant varier extrèmement peu la fonction f(x). Si l’on 
appelle dy l'accroissement de l’ordonnée MP quand 


Fig. 131. on passe à la seconde courbe, 
y nie l'abscisse restant la même, on 

CO. = D aura 

ge 3y = NP — MP, 


ou dy = f(x) — f(x). 
Cette différence dy est ce que 
l’on nomme la variation de l’ordonnée ou de la fonction. 
On voit par là que la différentielle est l'accroissement 
de l'ordonnée quand on passe du point M à un point in- 
finiment voisin sur la méme courbe, tandis que la varia- 
tion est l’accroissement de cette même ordonnée quand 
on passe du point M à un point infiniment voisin sur une 
courbe infiniment peu différente de la courbe donnée. 


756. On ramène les variations aux différentielles en 
regardant y comme une fonction de x et d’un paramètre 
arbitraire Z. Soit 

r=e(x t), 
ct supposons que q(x, t) devienne f(x) pour une cer- 
taine valeur de ż, et que pour une valeur peu différente 
t+òôt, cette fonction devienne f(x). En appelant dy 
l'accroissement infiniment petit de y, lorsque £ reçoit 
l'accroissement ĝt, on aura 


Si au contraire £ reste constant, on a 
d 
dy = dr. 
dx 


Ainsi Jy et dy sont les différentielles d’une même 
quantité; mais dy est la différentielle de y considérée 
comme fonction de t, x restant la mème; tandis que dy 
est la différentielle de y considérée comme fonction de x, 
t ne changeant pas. 
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757. Il est souvent nécessaire de faire varier à la fois 
x cty, quand on passe de la courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On représente alors par dx et par ĝ} 
les accroissements, d’ailleurs arbitraires, de ces deux 
variables. On peut, sans établir de liaison entre ces ac- 
croissements, regarder x et y comme des fonctions d'une 
variable indépendante u, et d'un certain as t: soit 

z=q{u, t) r—=vŸiu, £). 

On n supposera ensuite que pour une valeur particulière 
de Du par exemple £= o, y devienne une certaine fonc- 
tion de x, f(x) et que x devienne une fonction quel- 
conque de u, f(u). On aurait donc 

glu, o)=f(u), (u, o) =f[/(u)]. 
En faisant ensuite varier t d’une manière continue," à 
partir de o, la forme de la fonction de x, représentée 
par y; changera insensiblement. 

Pour avoir Îles variations de x et de y, on multipliera 
par dt les dérivées de ọ(u, t) et de Y(u, t) par rapport 
à £, et l’on aura 


de\ dy 
x — (3), dy = (F) 


au lieu que, si laissant à £ une valeur constante on faisait 
varier u, on aurait 


de a 
de= Tu e dy = — du. 


758. Lorsque x et y prennent y accroissements x 
et dy, toute fonction U, qui dépend de x, de y, et d’une 
ou de plusieurs dérivées de y par rapport à x, prend un 
accroissement correspondant AU. On appelle variation 
de U la partie de AU qui ne dépend que des premières 
puissances des variations dx et dy. 

Or, d’après la formule de Taylor, on a 

dU dU 


AU =— d: == dy 
J OREO 


toidu LU d'U n 
+ — | —— dr i À 
Ps2 [ de T i dx dy na dy’ 7 |+ 
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On aura donc 


Si l’on considère x et y comme des fonctions d’une va- 
riable indépendante u et d’un paramètre t, on aura 
dU 


J= —— 
U= E7 ôt, 


AESI zs : na 
désignant la dérivée, par rapport à t, de U considêrée 
dy 


Wea 
5 dy dx ih 
comme fonction de x,y, —, ——;,..., et ces dernières 
“° dx dx 


quantités comme des fonctions de z, 


759. On appelle variation seconde d’une fonction U 
la variation de JU : on la désigne par d’U. La variation 
de cette dernière est appelée variation troisième de U et 
se désigne par d'U, et ainsi de suite. 


THÉORÈMES SUR LA PERMUTATION DES SIGNES 


d'u ò, f er d. 


760. La variation de la différentielle d'une fonction 
de x est égale à la différentielle de la variation. 
En effet, on a (758) 


Donc 
3.dU=d.ðU, 


ce qu'il fallait démontrer, 
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761. On conclut de là 


d.d'U = d?.2U, 
puisque 
9.d'U = dd.dU = d.8dU = d.d .ôU, 


et généralement 
9" d'U = d'j"U. 


762. On peut aussi intervertir l'ordre des signes ò 


et f- 


En effet, soit 


T 
v=f Vdz; 
x, 


soient u, et u, les valeurs de la variable indépendante u 
qui correspondent aux limites x, et x, : on aura 


Ti u, 
[ Vdr S: v 2 du. 
Xo u, du 


Supposons maintenant que £ se change en t + dt : on 


aura 
au= af” VE du. 


Puisque les limites uo et u, sont indépendantes de la 
variable t à laquelle se rapportent les différentiations 
indiquées par la caractéristique ð, on peut différentier 


sous le signe i$ et l’on aura 


m fra 


mais u ne variant pas avec t, on a 


dz ô (V dx) 
, (v me) = du ? 


et si l’on opère l'intégration par rapport à x, il vien- 
IT, 2e édition. 18 
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dra 
sU =f- ‘3 (Vdz), 


ou bien 


af ‘Vdx= |  è(Vdz), 


° Tà 


ce qu’il fallait démontrer. 


VARIATION D UNE INTÉGRALE DÉFINIE. — CAS OU LA FONC- 


TION SOUS LE sioe far DÉPEND PAS DES LIMITES. 


763. Proposons-nous de trouver la variation de Pin- 


T, 
u=f Var, 
x, 


tégrale définie 


où V désigne une fonction quelconque de x, de y et d’un 
certain nombre de dérivées de y prises par rapport à x. 
Pour simplifier, nous supposerons que le nombre de ces 


dérivées se réduise à deux : soit 
dy 
dy “dx 
V=f(2 04h PET I 


dæ 


D’apfès le théorème démontré (762), on a d’abord 


(1) a= f” 3(Vdz). 


Mais 
ô. Vdxz = V .dxz +V.ôdr =V .dx +V. dò T. 


Or on a en général 


à frair=ves- f zav. 


Donc, si (V òx)o et (Võx), désignent les valeurs de Vox 
qui correspondent à r= X, et à L= X, el si l’on pose, 
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pour abréger, 


(Véz)}, = (Vox) — (Vdr), 
on aura 


(2) 4 Vaèe = (vèa) — | 3xdW. 


Substituant cette valeur dans l'équation (1) qui revient à 
T, 
3U =f (Vdr + Vdëx), 
Ti 


il en résultera 


(3) u= (Var + f (3Vdx — SxdV). 


P'ar cette première transformation, la fonction V n’entre 


plus sous le signe f que par sa variation et par sa diffé- 


rentielle. 


764. Posons maintenant 


(4) M= —. N=- P= Q= — 


dV = Mdr + Ndy + Pdp + Qdq, 
3 V = Mås + Nôy + Pdp + Qôq. 


Portant ces valeurs dans l'équation (3) et remplaçant 
dy dp dq 


SL TES 


T° da ParPiqr il vient 


SU—(Vèr): 
5 "i 
(5) + [ [N(3y— pòz) +P(3p— qgòz)+Q(3q — rdx)jdr. 


On voit que la fonction ~ n'entre plus sous le signe d’in- 
tégration. 
765. Pour Simplifier encore cette expression, posons 


(6) w—=0y—pèx, 
18. 


http://rcin.org.pl 


276 COURS D'ANALYSE, 
w représentant la différence des ordonnées qui corres- 
pondent, dans les deux courbes (755), à l’abscisse x + dx : 
on aura 

do =d y — pdx — dpdx, 
ou 

dw =ĝdy — pdèx — dpèx. 


Mais, à cause de dy = pdx, on a 


dy = pdx + pdx = pdèx + pd, 


donc 
dw —dpdx — dpèx, 
d’où 
do 
(7) T = Ôp — qô. 


On trouvera de la même manière 


d'o 
(8) Se — = 0q — rôz. 


_ L'équation (5) prend donc la forme 


(9) af væven f” (orero e) 


766. On peut encore simplifier le second membre de 
cette équation et faire sortir du signe f les dérivées de la 


fonction arbitraire w. On a, en intégrant par parties, 


fra dr = CIE SA] 


De mème, en intégrant deux fois par pes 


ferez -R TO- 57° Ji 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (9), on aura 


(10) of væ=| vas (pores 
f (+ TE) ods, 


d'Q 


formule dans laquelle 2 » z sont les dérivées de P et de 


Q, par rapport à x, en considérant y, p, q comme liées 
à x, au moyen de l'équation inconnue y = f(x). 
En posant, pour abréger, 


(11) pz vz +(e- Fj +e F] 


dx |, 
dP d’Q 
(12) kero t 


la formule (10) pourra s'écrire plus simplement 


zi zi 
af Vds =T +f Kwdzx, 
Le + 


ou bien xl 


(1) af var=r+ f '(Kôy — Kpèz)dr, 4 


puisque lon a w = dy — pò x. 
767. On peut mettre T sous une autre forme, en rem- 
do 
plaçant w et — qz Par les valeurs 
o = ĝy — pòz, 
dw i 3 
Fe: = 0p — q0x. 
Il vient alors 


r= [y -( -Reer fje (e-r + ont. 
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CAS OU LA FONCTION V RENFERME DEUX FONCTIONS DE ZX. 


768. S'il entrait dans V une autre fonction z contenant 
x et quelques-unes de ses dérivées, on obtiendr:ait la varia- 


T, 
tion de Î Vdx par un calcul analogue au précédent. 
T, 


Soit 


dy d'y dz d'z 
v=/(s, Jr An” D TE) i 


zı 4 T, 
af var + | (Ko + K'w’) dr, 
x ra 


on aura 


en posant 


dz š d'z ' 

Pri dx Ts 
A AEA, AN 
dz Fa dp' f dq' ; 


d” PQ 


dx dx: 


Quant à la partie désignée par I’, on l’obuiendrait en 
ajoutant à T les termes qui résultent du changement des 
quantités P, Q, p,..., en P’, Q', p',..., dans l’expres- 
sion (11) du n° 766. 


CAS OU LA FONCTION V DÉPEND DES LIMITES DE 
L'INTÉGRATION. 


769. Revenons au cas où la fonction V ne contient 
qu'une seule fonction de x, mais supposons maintenant 
qu'elle dépende des limites x, et x, de l'intégration. Il 
faut, dans ce cas, ajouter à la variation de l'intégrale les 
termes qni proviennent de la variation de ces limites, 
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savoir 
dy DSE” dv dV 
xte + — r + —Ù Òq | d. 
JE (a To RE dys # dps TA dq q) a y 


dv dv 
phl. (Z EAA Lan + D + Te àgi) de. 


Mais comme do, Yo: - -, ÒX1, dY13--., Sont des con- 
stantes dans l'intégration rte à x, on peut écrire sous 
la forme suivante 


: dV % dV : dN 
dx, — dr+ de tou [ dz.. 
dho rf pra Ja ä= 


les termes qu'il faudrait ajouter à T. Les intégrales 


dv ady ; ; 
—d2?, — dx,..., ne contiennent plus rien 
o dz, Te Jo 

qui dépende des variations. 

On compléterait de la même manière la valeur de 


x 


pf V dx, si V contenait deux fonctions, y, z, avec les 
s i 


dérivées de ces fonctions, et leurs valeurs aux limites. 
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R 


SOIXANTIÈME LEÇON. 


SUITE DE LA VARIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 
APPLICATIONS. 


Autre moyen d’obteuir la variation d’une intégrale définie. — Maximum 
et minimum d’une intégrale définie. — Conditions relatives aux limites. 
— Cas où la fonction V contient deux fonctions de x. — Ligne la plus 
courte entre deux points, — d’un point à une courbe, — entre deux 
courbes. 


AUTRE MOYEN D'OBTENIR LA VARIATION D UNE INTÉGRALE 
DÉFINIE. 


770. Les calculs par lesquels nous venons d’évaluer 
la variation d’une intégrale définie peuvent être modifiés 
dans les applications. 

On a obtenu la formule (762) 


+, T, 
af var= f ô (Vdr). 
T, x 


Après avoir remplacé dans V, qui est une fonction de x, y, 


d 
7 A SA 
deux dernières quantités par mA ik, on 
p et qy p den abaid pir i s 


prendra la variation de Vdx en considérant x, y, dx, 


d + ; ; 
dy, d Z comme des fonctions du paramètre t. Le résultat 


contiendra, sous forme linéaire, les variations dx, dy 
et dx, ddy,..., ou les différentielles ddx, ddy,.... 


Comme on doit ensuite intégrer, par rapport à x, on fera 
sortir du signe f au moyen de l'intégration par par- 


ties, les différentielles des variations ĝx, dy, de sorte 
qu’il ne restera, sous le signe, que ces variations multi- 
pliées par des quantités qui en sont indépendantes. Le 
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résultat sera de la forme 


K 


ay 1 

(11) sf Vas=r+ f (Bòz + Kôy)dz, 
Xy Te 

H et K étant des fonctions connues de x, y et des déri- 

vées de y, mais ne contenant pas les variations de ces 

variables. Si l’on compare ce résultat avec celui qu’on a 


trouvé plus haut (766) 


zi Fi 
(I) sf Vdz = r+ f (Ky — Kpdx) dx, 
Zo To 
on en conclut que T et K doivent être les mêmes dans 
les deux expressions, et l’on a identiquement 
H=—Kyp. 

771. Le calcul qui a donné l'équation (I) n’a servi qu'à 
mettre en évidence cette relation. Dans les applications, 
on suivra la marche qui nous a conduit à la relation (II), 
sans passer par l'intermédiaire de la quantité auxiliaire w 
et sans recourir aux formules générales (766). 

Si l’on ne faisait varier que y, on aurait dx = o et 


z, aX 
af Vdr — r+ f K3ydx, 
Te Te 


T’ se déduisant de I, par la suppression des termes qui 
renferment dx, et f x,. 


Si l’on faisait varier x seulement, on aurait 


T, +, 
sf Vde = t” +f Hôxzdr 
x x 


° 0 


+, 
=r" fi Kpôrdz, 
r, 


T” étant ce que devient T quand on y fait òye = 0, 
dy = 0. 


772. Les mêmes remarques s'appliquent au cas où il 
entre dans la fonction V une autre fonction z de x avec 
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ses dérivées p’ et g'. On arriverait à une équation telle 
que 4 
DA Ti 
af va=r+ f (Hòs + Kôy + K'0z:) dx. 
To To 


Mais la marche suivie pour trouver la relation (II) don- 
nerail encore 


z, A 
af vaæ=r+ f [K (ôy —pôx) +K'(9z— p'dx)]dr, 
Te Te 
et ces valeurs doivent être identiques. Il faut donc que 
lon ait 

H = — (Kp +K'p'). 


MAXIMUM ET MINIMUM D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


713. Proposons-nous maintenant de déterminer la va- 
leur de y en fonction: de x qui rendra l'intégrale 


Ti 
u= f Vdzx 
E 


° 


un maximum ou un minimum. Pour fixer les idées, sup- 
posons que U doive être un minimum, et soit y = f (x) 
la fonction cherchée. Il faut qu'en donnant à x et à y 
des accroissements arbitraires et infiniment petits dx et 


zx, 
dy, l'accroissement correspondant de l'intégrale | Vadx 
Ty 


soit constamment positif, quels que soient les valeurs et 
les signes de òx et de ĝy. Or l'accroissement de cette in- 
tégrale se compose de deux parties. Si l'on pose 


AU = ôU +p, 
óa à B + wiir Di 
la première partie JU renferme les variations dx, òy, 
p, ðq au premier degré et sous forme linéaire; la se- 
conde partie contient les puissances de ces variations su- 


périeures à la première et leurs produits. Quand JU n'est 
pas nulle, le rapport de o à JU a pour limite o. Done si 
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l’on suppose òx et y infiniment petites, le signe de AU 
sera le même que celui de JU. Il faut donc, pour que U 
ait une valeur minimum, que l’on ait 2U—0 : car au- 
trement, en changeant les signes des variations dx et dy 
sans changer leurs valeurs absolues, le signe de JU et 
par conséquent celui de AU serait changé et U ne serait 
pas un minimum. Ainsi 


JU = 0 


est la condition du minimum; c'est aussi celle du maxi- 
mum, car la différence AU doit aussi, dans ce cas, avoir 
toujours le même signe, ce qui ne pourrait être si la 
variation de U était différente de o. 

La condition JU =o n’est pas suffisante pour qu'il y 
ait maximum ou minimum. En effet, d’après la série de 
Taylor, on a 

AU = OU + OU + 5 AU 4 05 

si JU est nulle, le signe de AU dépendra de celui de SU 
pour de petites valeurs de 9x et de dy. Par conséquent, 
si d'U reste toujours positive, lorsque les variations 2x 
et dy changent d’une manière quelconque, tout en restant 
infiniment petites, U sera un minimum. Si, au con- 
traire, d’'U reste négative, quels que soient òx et dy, 
U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un maximum ni 
un minimum si d'U peut changer de signe. Mais on est 
souvent dispensé de cet examen par la nature de la ques- 
tion, qui indique clairement l'existence d’un maximum 
ou d'un minimum. 


774. L'équation òU =o revient à 


x, 
(1) r +f Kwdx = 0. 
Te 


Je dis que cette équation entraine les deux suivantes 


(2) RUN Lt 
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Et d’abord la fonction K doit être nulle. En effet, sup- 
posons qu'il n’en soit pas ainsi. On peut, pour chaque va- 
leur de x comprise entre x, et x,, changer à volonté les 
valeurs de dx et de ĝy qui sont arbitraires, et conséquem- 
ment celle de w ou dy — pèx, en supposant constantes 
les valeurs de dx, dYo, ÒPo, dx, Òyı, dpi qui sont 
relatives aux limites x, et x,. Mais le terme T, qui ne 
contient que les variations relatives aux limites, resterait 


constant, tandis que Tintég rale f” Kodx, contenant la 


fonction arbitraire w, ne pourrait pas toujours conserver 
la même valeur quelle que fût cette fonction w, et par 
conséquent l'équation (1) ne pourrait pas être toujours 
satisfaite si K n'était pas zéro. 

On peut d’ailleurs établir ce point de la manière sui- 
vante. Comme w est une fonction arbitraire, en la choi- 
sissant de manière qu'elle ait le même signe que K pour 
chaque valeur de x, si la quantité finie T est positive ou 
nulle, ou qu’elle soit de signe contraire à K, si T est 


xı 
négative, la somme F + Í Kw dx serait positive dans 


le premier cas, négative dans le second, au lieu d’être 


nulle. 11 faut donc qu’on ait K =o, d'où résulte aussi 
T= 0; 


CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES. 


775. Dans le cas où V ne contient que x, y, p eq; 
l'équation K= o ou 


ET i E i 
0) at “het En 
a . d?Q dqg d'y 
est du quatrième ordre, puisque -z contient Tr Ur 


Il faudra intégrer cette REAN et l’on aura un résultat 


de la forme 
ræ=flr, C, C, Q”, €) 
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contenant quatre constantes arbitraires. Pour les déter- 
miner il faut avoir égard à l'équation 
(2) rao, 
relative aux limites de l'intégration. Mais il est néces- 
saire de distinguer plusieurs cas. 

1° Si l’on se donne les valeurs de x, y, p, g aux deux 
limites, les variations de ces quantités étant nulles à ces 
limites, l'équation T= o est identiquement satisfaite, 
et si l’on représente par f'(x, C, C’, C”, C”) la dérivée 
de f(x; C, C’, C”, C”), on aura 
EA O E e 
po= f(z., C C, C”, C"), 
r= Ales G, €, C, C) 
pitne Ca Ch 
c’est-à-dire quatre équations qui déterminent les quatre 
constantes inconnues. 

2° Si l’une des six quantités £o, Yo; Pos Lis Vis Pi 
reste arbitraire, p, par exemple, l'équation F —o ne 
sera pas identiquement satisfaite; mais il faudra égaler à 
zéro le coefficient de dp,, et l’on aura l'équation Q, =0, 
qui, avec les équations (3), déterminera les quatre con- 
stantes et la valeur de p;. 

3° Si l’on avait entre les valeurs de x, y, p, relatives 
aux limites, une équation 


(3) 


(4) (tes Jos Pos Tis Jis Pi) 0; 
on différentierait cette équation par rapport au para- 
mètre /, et l’on aurait 


dy de 
— y, + —dp;,=0. 
+ de Pi=0 


En portant la valeur de dp,, tirée de cette équation, 
dans l'équation T =o, il faudra égaler à o les coefficients 
de xo, Yo, dpo, dx, etdy,. On aura donc cinq équa-. 
tions qui, réunies aux équations (3) et (4), détermineront 
les dix inconnues C, C’, C", C", £o, Yo, Pos Lis Yis Pie 
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Ces exemples suflisent pour montrer comment on de- 
vrait opérer si l’on avait deux ou un plus grand nombre 
d'équations relatives aux limites. 


CAS OU LA FONCTION V CONTIENT DEUX FONCTIONS DE Y. 


T76. Supposons maintenant que la fonction V con- 
tienne deux fonctions y et z de la variable x. On aurait 
alors 


a fi 
(1) af Var =r+ f (Ko + K'w’)dxr — 0. 
z, =“ 


Cette équation équivaut aux suivantes 
(2) F=o, -K=0, ,K'=0. 

En effet, w et w sont deux fonctions de x arbitraires et 
indépendantes l’une de l’autre, et I ne contient que les 
valeurs des variations relatives aux limites de l'intégrale; 
done, si K, et K’ n'étaient pas nulles, en laissant con- 


stantes les valeurs des variations relatives aux limites, on 
aurait I = 0, tandis qu'on pourrait faire varier w et ù 


de telle sorte que l'intégrale f ; (Ko + K'w') dx ne fùt 


pas égale à o. On doit donc avoir 
KED. E =0, 


et par conséquent 
Po: 


Les deux premières équations déterminent y et z en fonc- 
tion de x. La troisième sert à déterminer les constantes 
introduites par l'intégration des deux premières. 


771. Nous avons supposé que y et z étaient des fonc- 
tions indépendantes Pune de l’autre. S'il existait éntre 
elles une relation 


(1) F(z; 7, z)=0, 


les variations dy et z ne seraient plus indépendantes. 
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On doit avoir, dans ce cas, 
dF 
d dx 2+— ET Fie T Pas = o, 


équation que lon pis en diflérentiant l'équation (1) 
par rapport à t. Remplaçons dy et 9z par leurs valeurs 


dy =pirz+o, z= p ðr +w: 


il vient 
dF dF ak QN 
T 7 u A ei q (P37 +o) = 0, 
ou 
dE dE gde jaspi EN, P 
dx DREP. Ad S qe 
ou enfin 
dE 4, 
(2) | dy r ni e 
car on trouve - 
dd te. 


en différentiant l'équation (1), par rapport à x. 
De l’équation (2) on déduit 


et, par conséquent, 
dF 


dy 
f” Tamre f K—K'2E A w dx. 
x 


(J 7 
7 
dz 


Pour que cette variation soit nulle, il faut que l’on ait 


(3) È= 0, 
ar dE 


Les équations (r) et (4) feront connaître y et z en fonc- 
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tion de x. Quant à l'équation T = o, elle servira à déter- 
miner les constantes. 


778. On peut aussi éliminer l’une des quantités w, w 
au moyen d’un facteur indéterminé. En multipliant par À 


l'équation 
dE  4EF, 
= 0 = 0, 


gy’ ta 
et ajoutant le produit à la fonction qui est sous le signe 


i$ dans l'expression 


z, x, 
of var=r+ | (Ko + K'w') dx, 
r, LA 


on a 


z, + (x aT) (A 
ô Vdr =T + A dr. 
dF\,;, 
Te “TI, + {K'+1— | o 
dz 


On profite de l’indétermination de À pour faire dispa- 
raître w', en posant 


dF 
5 K’ +) — — 0: 
(5) HZ ; 
et comme w, qui reste encore sous le signe |, est tout à 


fait arbitraire, il faut égaler à o la quantité qui le mul- 
tiplie, ce qui donne 


(6) K =+) — —o 


En éliminant À entre les équations (5) et (6), on obtient 
l'équation déjà trouvée 


779. Ce qui précède montre la marche à suivre dans 
le cas où la fonction V contient un nombre quelconque 


http://rcin.org.pl 


SOIXANTIÈME LEÇON. 289 


de variables, liées entre elles par des équations données, 
les valeurs des variations qui se rapportent aux limites 
de l'intégration devant satisfaire à certaines relations 
données. Passons maintenant aux exemples. 


LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS DANS UN PLAN. 


780. On demande la ligne située dans un plan qui 
contient deux points À et B et qui soit la plus courte 
qu'on puisse mener entre ces deux points. 

Prenons deux axes rectangulaires dans ce plan et soient 
Xo, Yo les coordonnées du point À et x,, y, celles du 
point B. Dans cet exemple on doit avoir 


af VI+ pdr =o. 


v 


Il faut maintenant poser 


a AE A. 
Fe dx da 
mais (764) 
N =p uR= P , o 
Vitr 

Donc on doit avoir 

d P 
o a) 
ou War] — const., 

VI+ 
ou, ce qui revient au même, 

rf p=; 

d'ou 
(2) y=0r +0, 


C et C’ étant deux constantes. D'ailleurs, il suffit que 
l'équation K = o soit satisfaite, puisque les valeurs de x 
et de y, relatives aux limites, étant fixes, les variations 


Lo, ÒYo, ÖL, dy, sont nulles, et, par suite, on a 
II, 2° édition. 19 
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identiquement © = o0. La ligne cherchée est donc une 
ligne droite; les constantes C et C’ se détermineront par 
les équations 


JYo=Cum+C, yi=Cx,+C. 


LIGNE LA PLUS COURTE D'UN POINT À UNE COURBE PLANE. 


781. Soient A le point donné et BB la courbe donnée 


Fig. 132. située dans le plan xOy, et 
T ayant pour équation 
yi \g Ls 
BCE Re” x = Ye) 
(ARE ET UN f à 
| DEN Soit AB la ligne la plus courte. 
| | | L à EAT > 
EL ee | L'extrémité A de cette ligne est 
of € D". Y z ERNAS 
fixe; lautre extrémité peut va- 


rier de position sur la courbe BB’. 
En conservant les notations du cas précédent, on arrive 
encore à l'équation 


(2) > =Cz+cC, 


et en conséquence la ligne cherchée est une ligne droite. 
Il faut maintenant déterminer les constantes C et C’. 
Or on a 


da = 0/2 0N 0 000; 
mais les variations dx, et dy; ne sont assujetties qu’à la 
seule condition que le point (x, + dx,, yı + dy:) soit 
sur la courbe donnée. On a donc 


= p(z), 
d’où 
dr = (2)0x; 
et comme 
dx +piir = 0, 
on en conclut 
+p y (a) = 0, 
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ou 
(3) 1+ CY'(r)= 0, 


puisque 
Pi=C. 
On déterminera ensuite les constantes au moyen des 
équations 
Jo=Cr+C, . 1+ Cy (z,)=0, 
yı= Ca + C, si= v2): 
Il résulte de l'équation (3) que Za ligne la plus courte 
entre un point et une courbe est une droite normale à 
cette courbe. 


LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX COURBES PLANES. 
782. Soient 

(1) y =}Ħ9(2), 

(2) J =%Ÿ(z}) 


les équations de deux courbes situées dans le même plan. 
En raisonnant comme dans le cas précédent, on trouve 


Fig. 133. que la ligne cherchée est encore 
\L une ligne droite, 1 
y P LE (2) x =Cr+C'; 
AT 4 mais la détermination des con- 
| | | `“  stantes ne se fait plus de la même 
SA M:i A manière. Dans ce cas dxo, dyo, 


dx, dy, peuvent varier pourvu 
que le point A'(x5+0x, Yo+ 7) reste sur la courbe (1) 
et le point B'(x, + dx, yı +dy1) sur la courbe (2). 
Mais l'équation I = o (767) se réduit à 

dx, + pidr: t + poyo -r 

Vi+pi vita | 

qui se change, comme dans le cas précédent, en celle-ci: 
(4) daf + Cy (anfi C (2)]=0, 
19. 
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à cause des équations 
J= g(t), y= $ (2): 
Or les variations dx, et dx, étant indépendantes l’unede 
l’autre, l'équation (4) se partage en deux, 


(5) 1+ CY'(x) =0, 


1 + Co (1,)= 0, 

qui, réunies aux suivantes, 

y= Cr, C y= p(t.) 

y= Cr, +O, F= p(z) 
déterminent complétement les constantes C et C’ etles 
coordonnées £o, Yo, Lı, Yı des extrémités de la drate 
minimum. 

Les équations (5) font voir que /a ligne la plus coute 

entre deux courbes planes est une normale commune 
aux deux courbes proposées. 


EXERCICES. 


1. Trower la fonction qui rend maximum l'expression 


3 Ee 


SOLUTION. y=\|/ =m č. 


4a 


2. Trower la courbe qui rend maximum où minimum l>r- 


pression 
LA n dN? 
2? 5 J 
A (1+7) (+5) dx. 


Sorwrion, En coordonnées polaires 
r"+3 cos(n+2) (8—9,)=C 
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SOIXANTE ET UNIÈME LEÇON. 
SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


Autre manière de résoudre les problèmes précédents. — Ligne la plus 
courte entre deux points, dans l’espace. — Ligne la plus courte sur 
une surface donnée. — Surface de révolution minimum. 


AUTRE MANIÈRE DE RÉSOUDRE LES PROBLÈMES PRÉCÉDENTS. 


783. Au lieu d'appliquer les formules générales, on 
peut opérer directement comme il a été expliqué au 
n° 770. Dans les trois problèmes qui précèdent on doit 
avoir 


(1) aj ydz?+ dy’= 0; 
To 
mais en posant ds = ÿdx*+ dy’, on a 


T, Ti 
i ô ydr’ + dy’ = f s 2 as PA AS LE ; 
ké 1A ds 


et comme l'intégration par parties donne 


fr r5 moe fut, 
MINT E A: À 
J? då r= r= faut 


l'équation (1) prend la forme 


f dz dy dx dy 
CR, | pi ha ar aa 
\ (z TR ds èr) (z aro ds èz), 


{dx \° ‘dy 

(a) pE (2 jæ i 
læ dx d d 
Le Hs. A ay ay vo 


on tire œuf} ens 
ds ds ds ds 
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d’où 


Par suite, pour que la quantité placée sous le signe d'in- 
r . : : , : dx 
tégration soit nulle, il suffit que l'on ait de = 0 ou 
dy 
d = 0. Supposons 
dx 


d = —=0: 
(3) ds 0; 
il en résulte. 
a = const., 
V+ 
d’où 
AO 
PS dr pee C, 
et 
(4) r=Crz+c, 


équation d’une ligne droite. 


784. Déterminons maintenant les constantes d'après 
la nature du problème proposé. 

1° Si les deux points (xs, Ye); (£1, y1) sont donnés, 
les variations des limites dx, dy, dx, dy, sont nulles 
et l'équation T= o ou 


est satisfaite identiquement. Les constantes se détermi- 
nent par les équations 


Jo = Cr, + C', Ji = Cz, + C'. 


2° Si le point À (£o, Yo) est fixe, et que l’autre point 
B (x,, yı) doive se trouver sur une courbe donnée, 


(5) y =Y(z) 


on a 
A 
0% —=0» Y—=0;, 
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et l'équation T = o se réduit à 


dx, xı + dy, ĝ yı = 0, 


ou rA AES 


donc la droite (4) est normale à la courbe (5), car de 
yı=Ņ (x1) on tire dy, = Ẹ' (x1) dx. 
Les constantes C, C’ et les coordonnées du point ex- 
trême B sont déterminées par les équations 
Ye= Cr, +C, 14+CY (x) =0, 
ri=Cz + C, yı = 4 (a) 
3° Enfin si les deux points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes données 
(6) y= g(x) y= Łe) 
on aura 
r= p(z) = g (2), 
ce qui donne 
dy = p(x) T, 
Oyo = q (20)? To. 
L'équation F = o se réduit alors à 


[dx + dr: p(z) ] 82 — [dz + dyag (x)| £ = 0 
et se partage en déux : 4 


+ Ve) = 0, à. 
d 
1 + Te y (2) = 0, 


_ parce que dx, et dx, sont des quantités indépendantes 
et arbitraires. On conclut de ces deux équations que la 
droite cherchée est normale aux courbes données. 

Les constantes C et C’, les coordonnées Xo, Yos Lis Yı 
des extrémités de la droite minimum sont déterminées 
par les six équations 


Je= Cr +C, ye= q(T.) 1+ C9 (x) =0, 
r=Cn+C, yi = p(z) 1+CY(x)=0. 
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LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS, DANS L'ESPACE. 


785. Jusqu'à présent nous avons supposé qu'on cher- 
Fig. 134. chait la ligne minimum parmi 
toutes les lignes situées dans un 
plan donné. Cherchons mainte- 
nant quelle est, dans l'espace, la 
ligne la plus courte réunissant 
les deux points A et B. 
Fi Soient £o, Yo, Zo les coordon- 
nées du premier point, et £1, V1, 
z, celles du second. La longueur 
de l'arc AMB sera représentée par 


Lever 


Nous aurons donc, dans cet exemple, 


fy 


Vds = ydr + dy + dz = ds, 
d’où 
dxdèx + dydy + dzddz 
d. Vde = IE; 


el par conséquent, en intégrant par parties, 


jad ; 
P LES 
4 fda dy dz. 
PA Vdr= (Par + 2a + os), 
j dx dy 
(G (7 x + 70 +98) 


ds - 
-f I aa + sa D + WT B). 


/ 


Il faut maintenant égaler à o se placée sous le 
signe f: et comme les variations dx, dy, dz sont indé- 


pendantes et arbitraires, on aura 


d. dy iz 
(2) AT =0, d7 =o, dZ =o 
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Mais ces trois équations se réduisent à deux distinctes. 


En effer, de l'identité 


dx? dy? dx 
da as a 


=) 
on tire 
dx dx dy ,dy.. dz ,dz 
TITTSÉ do LI —0* 


$ dx dy a 
> 7 £ d — = — = 
done si lon a = d 2 = il en 
dz 
d EF = o0 
Des équations 
dy dz 
+ = il — = 
a ds rs FORTE 


on tire, par une première intégration 
; g , 


et, en intégrant de nouveau, 
(a = r=cæm+ÆC, "z= x +C', 
équations d’une ligne droite. 


786. Pour déterminer les constantes c, C, 
faut distinguer plusieurs cas. 


résultera 


cs eT, 


1° Si les points A et B sont donnés, les variations 
ÒXLo, ÒVYo, ÒZo, Li, dy ÒZ, sont nulles, et l'équation 
T= 0 est satisfaite. Les quatre constantes se déterminent 
en substituant les coordonnées des points A et B dans les 


équations de la droite. 


2° Supposons que les points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes IK, LN, ayant pour équations, la pre- 


http://rcin.org.pl 


» pa 


298 COURS D ANALYSE. 


mière 

(4) JT =g(x);, 2=%(x), 
et la seconde 

(5) y= t(s), 2=V(z): 


l'équation T= o0, formée au moyen de l'équation (1), se 
réduira aux deux suivantes : 


ds d ds 
(6) | dx dy dz 
I(T? +Hir+Ts) =0 


En effet, appelons 99, et 97, les deux arcs infiniment 
petits AA’ et BB’, situés sur les courbes données, A'B’ 
étant une courbe quelconque infiniment voisine de la 
droite AB. On pourra mettre I sous la forme 

dx x dy dy dzz 
rs (T Aa T AET z) 
| EPO EN 
ds ĉc ds ds ds fc Je 


(7) 


Les facteurs placés entre parenthèses ont des valeurs 
finies, car ils représentent les cosinus des angles que la 
droite AB fait avec les courbes aux points À et B. Comme, 
d’ailleurs, do, et do, sont des quantités indépendantes 
l’une de l’autre, on voit bien que l'équation T= o en- 
traîne les suivantes 

dx ĝx PA dr dz àz 
z* += =) =0, 
ds 06 TA ðo ds dc i 
(3 ôt dyôy dz ĝz 
— — rra a er aa l A 
ds dc ds ĉc ds ôs J, 
el ces équations, qui sont au fond les mêmes que les 
équations (6), expriment que la droite AB est normale 
aux deux courbes, 
A cause des équations (3), on a 
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et, puisque les extrémités de la ligne AB doivent rester 
sur les courbes (4) et (5), on aura 


dm = d'(æ,)8æ, 
t = {r)i a, 
SY = (Ta) To, 
z= 4 (2e) T., 
Les équations (6) peuvent donc se mettre sous la forme 
1+ eb (xz) + |Y (z) = 0, 
1+ eg (r) + ep (r)= 0, 
et, réunies aux huit suivantes, 


Je crit C yi = cz HO; 
T e A E a EC, 
Vo= (2), r= (zx) 
Z= Ÿ(x), AE (M); 


elles forment un système de dix équations propre à dé- 
terminer les quatre constantes et les six coordonnées des 
points extrêmes de la droite. 

3° Supposons que les points A et B doivent être sur 
deux surfaces données, On pourra encore mettre I sous 
la forme (7), en appelant do, et do, deux arcs infiniment 
petits AA’, BB’, situés sur les deux surfaces; et comme ces 


déplacements des points A et B sont indépendants l’un 
de l’autre, on aura encore 


E= ôx dy dy _ dzôz\._ 
ds ĝo ds de ds de x): 


(z dr dyòy dz i) C 


Il 


ds do ‘ds da = di da 
La première équation exprime que la droite AB est nor- 
male à une courbe quelconque située sur la première 
surface et passant par le point À : donc la droite AB est 


normale à la première surface. Cette droite est, par la 
même raison, normale à la seconde surface. 
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Les constantes et les coordonnées des points A et B se 
détermineront comme dans le cas précédent. 


LIGNE LA PLUS COURTE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 


787. Soit 
(1) Fr, 7%) ==10 
l'équation d’une surface courbe, et proposons-nous de 
trouver la ligne la plus courte AMB que l’on puisse tra- 
cer sur cette surface entre deux de ses points A et B. 

Soient £o, Yo, Zo les coordonnées du point À, et x;, y:, 
z, celles du point B. 

Toutes les courbes que l’on doit comparer étant sur 
la surface (1), les variations des coordonnées doivent 
satisfaire à l'équation 


d 2 x 
Fa dF dF 


2) = aa — ĝz = 0. 
(2) dx AET nr z 
L'une des conditions du minimum est 

d. d d 
(3) RU T keat L'an tr paaga A 
ds “ads ds 


Mais de l'équation (2) on peut tirer la valeur de 9z, et 
la porter dans l'équation (3), qui devient ` 


dF dE 
dr dx dz 4 dy dy „dz Pis 
dz dz 


et cette équation, à cause de l'indépendance des variations 
òx et ğy, revient aux deux suivantes 


dE 
dx dr dz 
de 0 
f dz 
(4) dF 
ar = Ÿ is PAR 
ds dF ds 
\ dz 


BIBLIOTEKA 
pE EZA 
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ce qui fait, avec l'équation de la surface, trois équations 
pour déterminer les deux fonctions y et z. Mais on doit 
observer que l’une des équations (4) est une conséquence 
de l’autre et de l'équation (1). En effet, on tire des équa- 
tions (4) 

ds ds ds 
4 — dF dF 
dd dd. à 
ou bien, en désignant par dÀ la valeur commune de ces 
trois rapports, 


dx dE 
di == Fa 
dy dF 
nn 
Mr 
dz dF 
q dè d a 


Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res- 


ect ment par — La dr., ds in 
p c ive en p FA rt ds ous aurons 

dæ 4€ dy ,dy dz dz dF dF dr di 
(5) Pri aonad d REP (de + oti AT 


Or le premier membre est nul puisqu'on l'obtiendrait 
en diflérentiant l'équation 


dx? dy? dz? 
PT i F AE F 
> di 4 
le coefficient de To dans le second membre, est aussi nul 


à cause de l'équation (1). Donc l'équation (5) est une 
identité. Par conséquent l'une des équations (1) et (4) 
est une conséquence des deux autres. Il suffira d'en con- 
sidérer deux pour que la ligne cherchée soit déterminée. 


788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 
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nommées lignes géodésiques de cette surface : elles jouis- 
sent de cette propriété que tous leurs plans osculateurs sont 


normaux à la surface. En effet, soit K le centre de cour- 
bure de AMB au point M. 


Fig. 135. = š 
IA La droite MK fait avec les 
z} { axes des angles dont les co- 
| i a sinus sont proportionnels à 
A S N 
` (6) d æ; d a, ar 
v- — z ; ds ds ds 


D'un autre côté la nor- 
male à la surface, au point 
M, fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 
proportionnels à 
dF dF dF 
dx” d & 


Mais, d’après les équations (4), ces trois dérivées sont 
proportionnelles aux quantités (6). Donc les angles for- 
més par les deux droites avec les axes sont égaux, et la 
normale à la surface a même direction que le rayon de 
courbure, ou, en d’autres termes, le plan osculateur 
en un point quelconque M, d’une ligne géodésique, est 
normal à la surface. 

Les constantes se détermineront comme dans'le pro- 
blème précédent, et l'on verra de la mème manière que 
si la ligne cherchée doit aboutir à deux courbes données 
sur la surface, la courbe AMB les coupera à angle droit. 


789. Il est bon d'observer que la propriété d’être la 
ligne la plus courte entre deux points quelconques d’une 
surface peut n’exisier que sur une certaine portion d’une 
courbe. Par exemple, sur la sphère, le plan de tout 
grand cercle (qui est en même temps son plan osculateur) 
est normal à la surface. Mais la propriété du minimum 
appartient seulement aux ares de grand cercle moindres 
qu'une demi-circonférence. 
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SURFACE DE RÉVOLUTION MINIMUM. 


790. Étant donnés, dans le méme plan, deux points A 
et B, et une droite CD, trouver une courbe AMB, située 
dans ce plan, et qui, en tournant autour de CD, engendre 
une surface de révolution dont laire soit la plus petite 
possible. 

Prenons pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des y une perpendiculaire à cette droite. Soient xs, Vo 
les coordonnées du point A, et x;,, y, celles du point B, 
La surface engendrée par AMB étant représentée par 


xi 
27 ý yds, la question proposée revient à chercher le 


minimum af ‘yds. Orona 


3 z, 
S yds =f" ò (yds) Ti (yds + yòds); 
T, 


mais ds? = dx? + dy!, 
d’où 
ds ds = dxûdx + dy dy = dzddx + dydèy : 


donc 


sf” ra f" (ird +r darty TD 
Te 


et, en intégrant par parties, 
% F dæ dy dz dy 
af rds= |y ès + gi) -h Tety Zir), 
Zi dx dy 
zf [are (i) (> Z) — ayas|: 


Il faut égaler à zéro la quantité placée sous le signe f 
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dans le second membre, ce qui donne 


(1) d (> T) =0, 
(2) ds — d CT)=0. 


mais la seconde équation est une conséquence de la pre- 
mière. En effet, on a identiquement 


dei dy\ | dy 
49e É 


car cette équation revient à 


dx dr) dy LÉ A 1 A 
Tihog) gorpat To 
ou 
(de. dy? {dx dx dy dy | MA 
d (T+) ver (Rte Fe lag 
conséquence des équations 
dx! re dy: de 
ds Tan 


dx dx ‘dy dy 
Ni TS 


Il suffit donc de considérer l'équation (1), qui donne 


TT —=t; 


ds 
A dy’ 
g’ a LR ° 
ou y c I+ Te’? 
eten résolvant, par rapport à dx, à 
sedy 
dr = =: 
Vr° _— à 
L'intégrale de cette équation est 


z—c—=0c Eu) 


c 
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d’où l’on tire 


x—c! gae 
E enp, 


équation d’une chaînette (574, 2°). 

Les constantes c et c’ se déterminent comme dans 
l'exemple précédent. Si l’on fait passer l’axe des y par le 
point le plus bas de la courbe, on a c'= 0, et 


x æ 
BAL. EN EDA 
PIE op ) 


Si les points A et B, au lieu d’être fixes, devaient se 
trouver sur deux courbes données, on obtiendrait encore 
une chaînette normale à ces deux courbes. 


EXERCICES. 


å. Plus courte distance de deux points sur la surface d'un cy- 
lindre. 


Sourion. Courbe faisant avec les génératrices un angle constant. 


2. Parmi les courbes planes qui, passant par deux points fixes, 
tournent autour du même axe situé dans le méme plan et engen- 


drent une surface dont Paire est donnée, trowver celle qui donne 
lieu au volume maximum. 


SOLUTION. dx =` 


II. 2° édition. 20 
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SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 
SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


Brachistochrone. — Remarques sur l'équation K— 0. — Maximum on 
minimum relatif. — Problèmes sur les isopérimètres. 


BRACHISTOCHRONE. 


791. Prosième. — Étant donnés deux points A et B, 
trouver la courbe AMB que doit suivre un point pesant 
pour aller du point À au point B dans le temps le plus 
court possible. Cette courbe s'appelle la brachistochrone 
ou courbe de plus vite descente. 

Prenons une verticale quelconque pour axe des x, et 


Fig. 136. deux axes rectangulaires Oz et 
o Oy dans un plan horizontal 

A —\ Y quelconque. Si l’on suppose que 

Te AN le mobile soit parti du point 
VA E A (Xos Yos Zo), sans vitesse ini- 
EN tiale, on aura, en désignant par 


| V sa vitesse au point M(x,y, z), 
(1) V= 2g (z — t). 


Mais s étant larc parcouru, et z lë temps écoulé, on a 


valeur qu’il faut prendre positivement, parce que l'arc 
augmente continuellement avec le temps. Il en résulte 


ds —— 
Eria yV2g(2— x), 
d’où dt AE al 


Veg Ve 


On aura donc, en appelant T le temps nécessaire pour 
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parcourir larc AB, et x, labscisse du point B, 
(2) T = 1 7 ds 


V2g To Vpn 


Il faut maintenant chercher la variation de l'intégrale 


x ds 
[ Vz — x, 


En posant 
s Lu, 
Vr—r 
on aura 
i fra | (2X ds + Xd4ds). 
Mais s 
X= (rm) *(0æ— dx); 


d’un autre côté, 


dr dy dz 
ds = — då — d -= 
s z d + i dy + E) dòz 


Mettant ces valeurs dans l équation 


(3) è f xa—0, 


ona 
dz, [Lie a) tue 
zf ECS 73xrds — x (Fès + 2 d8y mee dòz <) [=° 


Intégrant par parties, et faisant sortir du signe fes 


différentielles des variations, on a définitivement, 


dx dy dz CR vi -3 
[x (Fet Kaya è) |+ zen f (x — z.) “ds 


E aza(x E) +aya(x he F) 


> + ôr(r—e) ids 


= 0. 


20. 
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Pour que la quantité placée sous le signe f dans la 


deuxième intégrale soit nulle, il faut égaler à o les coef- 
ficients des variations dx, dy, dz, ce qui donne 


(4) Lea) a+ a(x Z) =o, 
(5) a(x Z) =% a(x F) =o 


Les deux dernières équations sont suffisantes; car on a 
identiquement 
dx dx dy a dz ( A T s 
LEE ES +at(x%)=ex; 
mais 


+ SR HET TE 


wo 3 
(£ — x)? 


On aura donc, en ayant égard aux équations (5), 


dx dx 1 dx 
PTE LOU LR I 
ds ds 2 F tes 2) 
c'est-à-dire l'équation (4). 
On tire des équations (5) 
dy dz 5 
xZ =c, X =C, 
ou 
dy I dz 
6 PEER NT <= 
@ | ec 0 
d’où l’on dédnit 
daan 
a i 
et 
c y 
(7) pe F z +0. 
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792. Cette équation montre d’abord que tous les points 
de la courbe sont dans le même plan vertical. 


En remplaçant ds par Vdx* + dy et C par = pour 
a 


z 


l'homogénéité, on déduit de la première des équations (6) 


L — Le 
y = —— . 
i VA 


Si l’on prend le plan de la courbe pour plan des xy, et 
le point de départ A pour origine des coordonnées, on a 
Xa = 0, et léquation différentielle de la courbe se ré- 
duit à 


[or 


(8) = dr V f 


Aa — d 
La cycloïde représentée par cette équation a un point de 
rebroussement au point A, sa base est horizontale, et le 
diamètre de son cercle générateur est égal à a. 
En intégrant l'équation (8), on a 
t a — 2g 


y = —a arccos 
2 


= yax — z’ 
s 2 a 


On déterminera la constante a, c’est-à-dire le diamètre 
du cercle générateur, en exprimant que la courbe passe 
par le point B (x,, yı). On peut aussi obtenir ce diamètre 
par la construction suivante. Décrivons une cycloïde quel- 
conque ayant son sommet au 


Fig. 137. F. è 
i : point À et pour base AZ, et soit 
L Ru LT 
RES JE 7 7 y ble point où AB rencontre cette 
EAST e ope 
| à rl courbe. A cause de la similitude 


des deux cycloïdes, c et C étant 
les centres des circonférences gé- 
nératrices qui correspondent aux 
deux points b et B, les triangles ABC, abc sont sem- 
blables. Or les points b, Bet e étant connus, il suflira 
pour avoir le centre C de mener BC parallèle à bc jus- 
qu’à la rencontre de Ac prolongé. 

Le temps employé par le mobile pour aller du point A 
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au point B, est égal à = Ter F = (79), en prenant l'o- 


rigine des coordonnées au point hi On aura donc, d’après 
l'équation de la courbe, 


d 
T=— Made = E y are cos 22 es (350). 
V2g Jo Vaz= À k 


793. Supposons maintenant que les deux points A et B, 
au lieu d'être donnés, soient assujettis à se trouver sur 
deux courbes données CD, EF. On obtient encore une 
cycloïde AMB, située dans un plan vertical. Pour déter- 
miner les points À et B qui fixent sa position, il faut 
recourir à équation générale T — o qui est, dans ce cas, 


dx , aps rs 
[x CRE Has 58) | 
17, 


-|x (z z+? Lar+F Tae) |+ oz f i 0. 


(z— x) 


Comme les déplacements des points A et B sur les deux 
courbes sont indépendants l’un de l’autre, on a d’abord 


(1) [x (Foz 2+%ay + De) | =o- 


Cette équation exprime que le cosinus de l'angle TBU est 

Fig. 138. nul, BT et BU étant les tan- 

c|; gentes menées par le point B 

J / = aux deux courbes EF et AB : 

A l/ donc la cycloïde AMB coupe la 
AN S courbe EF à angle droit. 

$ ; Y Il faut maintenant égaler à o 

/ |e i le reste du premier membre de 

l'équation F = 0; mais aupara- 

vant on peut la simplifier. En effet, on a pour tous les 
points de la courbe AMB (791) 

ikg): ki Ps 0h 

(z— x)" 


= 0 
ds ý 
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ds 
ou 2 (XF) +5 + 0 
(2 — 2)" 
d’où l’on tire 


Substituant cette valeur dans Fit ee Ni se 
réduit à 
d. d dz\ N 
(2) (x T), PEEN (x z), PrE aF), SS 
ds ds \ f 
Cette équation peut être rendue symétrique par rap 
port aux variables. On a trouvé (791), C et C' étant deux 


constantes, 


ds 
dA dy ( dz\ ( dz\ 
donc (x z) = (x AE A a) = te Rs 


L'équation (2) devient alors 


dx dy ( EN 
(x qe) an+ (x T) a+ xF) =o 


et, en divisant par X, , facteur commun, 


o (E) (E)r (E) == 


Cette équation exprime que la tangente à la cycloïde au 
point B est perpendiculaire à la tangente menée à la 
courbe CD par le point A. 

Les constantes et les inconnues Xo, Yos Zos Lis Yis Zi 
se détermineront comme dans les exemples précédents. 


S L 
REMARQUE SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION K = 0. 


794. C'est ici le lieu de placer quelques observations 
sur l'équation différentielle 


dP Q 


(1) E= ui i 


a 
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qui, dans certains cas particuliers, peut être intégrée plus 
facilement que dans le cas général. 

1° Supposons d'abord que N soit nulle, c’est-à-dire 
que y n'entre pas explicitement dans V. L’équation (1) se 
réduit alors à 


ap, d'Qù . 
dx Ar. © 
d'où résulte 
dQ 
= rip 
(2) I = €. 


Cette équation n’est plus que du troisième ordre, si V ne 
contient pas de dérivées d’un ordre supérieur au second. 

2° Si M—0, c’est-à-dire si x n'entre pas explicite- 
ment dans V, l'équation K = o se réduira encore au troi- 
sième ordre, en prenant y pour variable indépendante; 
mais on peut encore y parvenir de la manière suivante, 
À cause de M= 0, on a 


dV=Ndy + Pdp + Qdg, 
d’ailleurs 
dP d'Q 


dx dx? 


N 


= 0. 


Éliminant N entre ces équations, on aura 


dP d? 
av = (z — TS) dy + Pdp + Qdq 
E $ d? Q \ 
= pd? + Pdp + | DV ) 45 
d’où 
i, 74 
(3) v=Pp +E pR te, 


équation du troisième ordre seulement. 
3° Silon avait à la fois M—0, N= o, l'équation (3) 
se ramènerait au deuxième ordre. On aurait alors 
dP d?Q 


—— = 0 
dr dx? 4 
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d’où 

La a, 
et l'équation (3) deviendrait 
(4) V=Qg+cp+e. 


Voici un problème dans lequel ces simplifications se 
présentent. 


795. ProsLème. — Trouver une courbe plane AMB 
telle, que l'aire ACBD comprise entre l'arc AMB, les 
rayons de courbure AC et BD qui correspondent aux 
deux points extrémes À et B, et la portion de déve- 
loppée CD comprise entre les centres de courbure C et D 
soit un minimum. 

Il ne peut pas y avoir de maximum, puisque AB deve- 
nant une ligne droite, la surface correspondante serait 
infinie. En prenant une courbe peu différente de cette 
droite, on aurait donc une aire aussi grande qu’on vou- 
drait. 

Soient MK et M'K’ les rayons de courbure de deux 

Fig. 139. points infiniment voi- 
sins M et M’. Le trian- 


gle infiniment petit 
MK'M’ est égal à 


= pds, en appelant p 


le rayon de còurbure 
MK et ds l'arc infini- 
ment petit MM’. On en conclut aisément que la surface 
en question a pour mesure 


Tr, 2 \2 
$ EEEE 
MRT. 


Xa et x, étant les abscisses des points extrêmes A et B. 
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Comme la fonction V ne contient explicitement ni £ 
ni y, nous appliquerons la formule (794) 


(1) V= Qq] + cp +c: 
2 2 
ke PEN L 1.0 «td 
2q°? 
on a donc 
CE (+p)? '. 
n OET a E UP 
ou 
{ 2% 
(2) PEET TEE 
q 
(1 + ; å i 4 
Comme p = "=, cette équation revient à 


Soit 4 langle MT x que fait la tangente MT au point 
M(x, y) avec laxe Ox: on a 


tangó =p, sno = i cos 0 = 
\ 


Par conséquent, 


p = c'sing + ccos0. 


Soient a et æ deux nouvelles constantes, telles que 


c = — 2a sing, c'—2acosa, 
on aura 
a =- y+ e”, 
c g 
sing = — ——) Cosa = 
V+ e” Vete” 
on a ainsi 
(3) e = 2asin( 0 — a). 


C ! 1 
Prenons deux nouveaux axes rectangulaires Ox’et Oy’, 
tels que x'Ox = z. 
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Si l’on fait 9— z = 6, on aura 
p= 2asinð’. 
Formons l'équation différentielle qui convient à ces 
nouveaux axes. On a 


dy 
ane = — 
tangó Zi” 
dy 
dr 
d’où sing’ = né 
ay” 
Far 


dr? 
( E a) 
Remplaçons p par ————"—, valeur qui suppose la 


dy 
de? 
courbe concave vers l'axe des x : on a 
je y d dy 
(4) (+) =a PERI 
dr? de 


équation différentielle de la courbe cherchée par rap- 
port aux nouveaux axes. On tire de cette équation 


Pr as 
1 dx? 
dx = — 
dy? 
(: ja a) 
d’où 
1 
(5) M ns 
Le 
dx? 


En supposant la constante c connue, on peut imaginer 
que l'axe des y soit transporté parallèlement à lui-même, de 
telle sorte que toutes les anciennes abscisses soient dimi- 
nuées de c. L'équation différentielle de la courbe est alors 

a 


= -y 
dy? 
DS dx? 
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ou 


Ja 
(6) dy = dx ré: 


La courbe cherchée est done une cycloïde dont laxe est 
dirigé suivant l'axe des x, et dont la tangente au sommet 
est l'axe des y. 

Pour déterminer les constantes, au nombre de quatre, 
que renferme l'équation de la courbe rapportée aux an- 
ciens axes, il faut distinguer plusieurs cas : 

1° Si les points A et B sont donnés ainsi que les tan- 
gentes à la courbe en ces points, l'équation T = est 
satisfaite identiquement; car on a dx, = 0, Òyo = 0, 
Òpo =0,.... On aura les quatre constantes en substituant 
les coordonnées des points A et B dans l'équation de la 
courbe, et en exprimant que les tangentes en ces points 
sont données. 

2° Si l’on donne les points A et B, sans donner les tan- 
gentes à la courbe en ces deux points, l'équation F —o 
deviendra 

Qipi — Qp = 0, 
et comme les variations 0p, et Òpo sont indépendantes 
lune de l’autre, il faut que l'on ait séparément 


9,/=0, 0,0; 
on a trouvé, généralement, 
1+p'} 
D Ep) 
2q° 


et comme 1 + p° ne peut pas être nul, il faut que l’on ait 
g=; =D 

On déduit de là que le rayon de courbure est nul aux 
points À et B : ces points sont donc les points de rebrous- 
sement de Ja eycloïde. 

3° On peut se donner le point A ainsi que la tan- 
gente à la cycloïde en ce point, et supposer que le point B 
doive se trouver sur une courbe donnée 


1 = y4 (zx). 


http://rcin.org.pl 


SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 317 

Dans ce cas l'équation T = o se compose de deux par- 

ties : un terme contenant dx,, et le terme Q, òp, ; dx; et 

òp, étant des variables indépendantes, on doit avoir 

Q;,= 0, d'où q =. Ainsi le point B est encore un 
point de rebroussement de la cycloïde. 


MAXIMUM OU MINIMUM RELATIF. 


196. Dans les questions précédentes, il s'agissait de 
rendre maximum ou minimum une intégrale définie 


x, t 
f Vdx, sans autre condition. On peut ajouter au 
Ta 
problème la condition qu'une autre intégrale définie 
Si 14 . z . # . 
à Udzx ait une valeur déterminée /. Par exemple, soit 
To 


proposé de trouver parmi toutes les courbes planes de 
mème longueur Z, terminées à deux points A et B, celle 
dont l'aire comprise entre cette courbe, l'axe des abscisses 
et les deux ordonnées extrèmes est un maximum. La 
question consiste à déterminer y en fonction de x, de 
telle sorte qu'ayant 


Ti 
7} dæ V1 + p? =l, 


>r 


L 
l'intégrale | y dx ait une valeur plus grande ou plus 


To 


petite que si l’on remplaçait y par toute autre fonction de 

x, satisfaisant à l'équation précédente. On dit alors que 
> q 

l'intégrale admet un maximum où un minimum relatif. 


797. Supposons qu’il s'agisse de rendre maximum l'in- 
tégrale [ V dx, avec la condition 


(1) f vuz: 


Les variations de ces intégrales doivent être nulles, 
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si l’on compare la fonction de x cherchée avec celles qui 
+, 
conservent af Udx la même valeur. On doit donc 
Te 


avoir 


T, T » 
(2) sf Vd == 6; af Udr = o. 


En développant ces deux conditions comme on l’a fait 
pour le maximum absolu, on a deux équations, telles que 


(3) r+ f VK odp = 0; 


(4) (©) +f Lo dr = 0; 
Ta 


T, ©, K et L sont des fonctions que l’on formera comme 
il a été dit plus haut. Mais ici il ne faut plus poser séparé- 
ment. l = 0, K = 0, car w n’est plus une fonction entiè- 
rement arbitraire de x. Pour trouver les conditions qui 
doivent être remplies dans ce cas, il faut d'abord élimi- 
ner w. Posons 


(5) £ Lodr = (6); 


Te 
d'où r(2) =0, J: Do ets) 
T, 
Par conséquent, 
Ə +ş(z)=0, ou (r) =— 9. 
Il résulte de là, à cause de lindétermination de w, que 
, q 
(x) est une fonction arbitraire de x, assujettie seule- 
ment à s’annuler pour x = x,, et à devenir égale à — © 
pour x = x,. Or on a, à cause de l'équation (5), 


LE dy (z). 


L dz 


Portant cette valeur dans l'équation (3), on a 


Tı K 
r+ — dy(x)= 0, 
E 
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ou, en intégrant par parties, 


(6) pa (E) e-f o (à) 0: 


Comme # (x) est une fonction arbitraire dont on donne 
les valeurs seulement pour £= Xe, x=x;,, on doit avoir 
séparément 


(7) a($)=% 


(8) r— (E) e=° 
La première donne 
Ésa ou K+aL=o, 


a désignant une constante arbitraire. La seconde condi- 

f : ` è K 

tion devient + a@ —0, puisque g ayant une valeur 
K 

constante — a, On aura TL) =—<. On a donc les 

deux équations 

(9) T+a8=0, K+aL=o. 


On aura donc une constante de plus que dans le cas 
où l’on recherche un minimum absolu, mais on a aussi 
une équation de plus 


NT, 
J Udz = 1. 


798. Si l’on avait cherché le maximum de l'intégrale 


définie 
ri 
{ (V + aU)4r, 
z, 


on anrait été conduit aux deux équations (9). Par con- 
séquent la recherche du maximum relatif de l'intégrale 


f 'Vdz, lorsque l'intégrale sfe "Udx doit conserver 
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une valeur constante, revient à chercher le maximum ab- 
solu de l'intégrale Je + aU) dx. 

C'est ce qu'on peut d’ailleurs justifier par le raisonne- 


ment suivant. 


Si f: ; (V+ aU) dx est un maximum, pendant que 


f Udx conserve une valeur constante et égale à Z, U’ 


et V désignant des fonctions peu différentes de U et de V, 
on doit avoir 


0) S ornes [° (V' + aU’) ds, 
(2) i i U dx = [ LH = À . 
donc z 


(3) J ‘Var y 
ce qui montre bien que [ © Vdx est un maximum lors- 


que la condition : 4 Udx=l est remplie. Réciproque- 


ment, de l'inégalité (3) et de légalité (2) on déduirait 
l'inégalité (1). 


PROBLÈMES SUR LES ISOPÉRIMÈTRES. 


799. Étant donnés deux points C et D sur un plan, 


Fig- 140. trouver parmi toutes les cour- 

J SE bes de méme longueur stiées 
ed dans ce plan et terminés aux 

ET | points C et D, celle pour laquelle 

de “ADI FES Paire ABDC est un maximum. 


On doit avoir 


z, — ——— 
f yd + d = l, 
Yr, 
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et il faut chercher le maximum de l'intégrale i ‘ydx. 


Te 


D’après la théorie précédente, on devra chercher le maxi- 


mum absolu de l'intégrale | (ydx+a Vd dř’) ; 


c’est-à-dire poser 
x 
(1) af ( ydz + aydi + dy’) =0. 
Te 


Comme les limites x, et x, sont fixes, la partie de la 
variation désignée par T est identiquement nulle. On peut 
en outre ne faire varier que x. On a ainsi 


\ = dx 
(2) F G+aT)dèr=o, 


ou, en intégrant par parties et négligeant la quantité pla- 


cée en dehors du signe F: qui est nulle, 


si dx 
À. Brad (> +a%) = 0; 


et, en égalant à o le coefficient de dx, 


d'où 


(3) y+a— =". 


Remplaçons ds par Vdx*+ dy*, et résolvons par rape 
port à dx. Il viendra 


dx = (y = c')dy 
a—(y—c) 
d'où z—c=Va—(y—c), 
et 
(4) (z= e} + (y [iy =a. 
Ainsi la courbe cherchée est un arc de cercle. 
JJ. 2° édition. 21 
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800. Pnosième. De toutes les courbes isopérimètres 
que l’on peut tracer sur un plan entre deux points don- 
nés À et B, trouver celle qui, en tournant autour de la 
droite Ox, engendre la plus grande ou la plus petite 


surface de révolution. 
Il faut chercher le maximum ou le minimum relatif de 


T, 
l'intégrale | yds, avec la condition 


(J = 
$ d=. 
x, 


La question se ramène (798) à la recherche du maximum 
ou du minimum absolu de 


Ti 
(7 +a)ds, 


Te 
et comme a est une constante, on obtiendra le mème ré- 
sultat qu’en cherchant le minimum absolu de fy ds, 
problème déjà traité (790), et qui donne la chainette. 


801. ProsLème. De toutes les courbes isopérimètres, 
trouver celle qui engendre le volume de révolution mi- 
nimum. 

L'équation du problème est, dans ce cas, 


z, 
af ' (y'äz + ads) = 0; 
Ta 
comme les deux points A et B sont donnés, on peut ne 
faire varier que x et faire abstraction de la partie I, qui 
est identiquement nulle, puisqu'il n’y a pas de dérivée 
d’un ordre supérieur au premier. D’après cela on aura 
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On déduit de là, en remplaçant ds par ÿdx° + dy”, 
Pa LR 22 rc.) DIR 
Va Qc) 
équation différentielle de la courbe élastique (572). 
802. Prosrème. Déterminer la courbe qui, par sa 


révolution autour d’un axe (l’axe des x) engendre la 
surface minimum qui renferme-un volume donné. 


Ce volume étant z fra, et laire 27 fr ds, il 
faut poser (798) 


(1) è furar+ 2ay ds) = 0, 
a étant une constante. 


En considérant comme fixes les deux extrémités de la 
courbe, on peutnefaire varier que x, et comme la formule 


ds? = dx’ + dy? 


dx 
donne d'ds = D dòz, 
on aura fi + 2ay Z) dilz = 0. 


En intégrant par parties, et faisant x =o aux deux 


limites, on a 
dz 
fiza (r+ aar T) = 0; 


d’où l’on conclut 


dx 
+ 2ay TZ = une constante C. 


Chacune des constantes a et C pouvant être positive ou 
négative, on peut écrire 
dz ? 
yEy T Æi o, 


et de là résulte 
E bydy 


( dr = -= 
(2) Viar ("+ [DE 


21. 
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C’est l'équation différentielle de la courbe cherchée; le 
radical doit être tantôt positif, tantôt négatif; il change 
de signe quand y devient un maximum ou un minimum. 
Si la constante b est nulle, on a un cercle ou l'axe des x. 
Si b n'est pas nulle, l équation différentielle (2) appar- 
tient à la courbe décrite par Pun des foyers d’une ellipse 
ou d’une hyperbole qui roule sans glisser sur laxe des x, 
comme l’a démontré M. Delaunay, dans le Journal de 
Mathématiques de M. Liouville (*). 


EXERCICES. 


4. Déterminer, parmi toutes les lignes d’une longueur donnée 
et terminées à deux points fixes À, B, celle pour laquelle la somme 
des produits de chaque élément ds par le carré de sa distance à la 
droite AB est un maximum. 


Sozuriox. On prend AB pour axe des x. La question se ramène à 
l'intégration de l'équation 


2. La ligne minimum sur une surface développable se trouve par 
des quadratures. 


(*) Tome VI, p. 309, et nne note de M. Sturm, p. 315, 
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NOTES. 


—20— 


NOTE I. 


SUR UN CAS PARTICULIER DE LA FORMULE DU BINOME, 


par M. E. CATALAN. 


(Extrait des Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1857, t. XLV, p. 621.) 


Les ouvrages les plus estimés, par exemple le Cours d’ Analyse 
du profond et regrettable Sturm, n’indiquent pas ce que devient la 
série ] 

E (m — 1) a A (or —1)(m =A 
1.2 5229 


... 


quand on suppose x = + 1. Cette lacune peut être aisément com- 
blée comme il suit : 

4. Lemme I. — Le produit u,u,u,...u,u,,...., dans lequel on sup- 
pose pour plus de simplicité u, > U, > Uz... D U, Uny e P F, 
converge ou diverge en méme temps que la série 


lu + lut... Hlut lippe (t) 


(*) Cette proposition, qui est évidente, peut être fort utile. Elle prouve, 
par exemple, que les produits 

3 7 13 21 n+n+1 

CLOSE TT + n — 1 


s... 


r ,; 4 4 
séc a SÉC —» «+ SÉC — ee. 
2 n 


peuvent dépasser tonte limite. 
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2. Lemme IL. m étant une quantité positive, moindre que l'unité, 
le produit 
1 2 3 n 
= — ———— + e . 


D aa ai 
= m m¥1i m+4 Mm+n—1 


croît indéfiniment avec n. 


En effet, 
. n ‘ T= mMm 
lim Aa = imni (1 5) =1— Mm; 
donc la série qui aurait pour terme général | — 7” — est diver- 
N+n—1 


gente (*); donc le produit P, est divergent ( Lemme 1). 


3. Leime TI. m étant uné quuñtité positive, comprise entre deux 
nombres entiers positifs, p — 1, p, le produit 
PI OPTS ati 


p=m m Jegra y ñ= m 


croît indéfiniment avec n. 


4. THÉORÈME I. m étant une quantité positive quelconque, on a 


"=1+— 2420... 
(A) m(m—1)... (m 
r —n +1) 
1.2.3...7 es 


Le reste de là série (A) est (**) 
mim—1)...(m—n) I 


Soit p le nombre entier immédiatement supérieur å m : on peut 
écrire 


R= 


m(m—1)...(m—p+1) 


e 
1.2.. p 
p— m p+i—m, en 1 L 
pA pP+2 RH (1 HOPTTT 


Des trois facteurs de R, le premier est constant, le deuxième a pour 
limite zéro (Lemme III), le troisième ne surpasse pas l’unité; donc 


lim R = o. x 


(*) Comptes rendus, t. XLIII, p. 627. 
(**) Cours d'Analyse, t. 1, p. 112. 
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3. TuéonèME IL. m étant une quantité positive quelconque, on a 


m miM—Y 
O=1—— m (m3) _ 


(B) I t.2 
mim—3)...(m—n+1) 
5 F2 F 


La démonstration ne diffère pas de la précédente, pourvu que le 
reste soit mis sous la forme 


R'=+ minz) (mp) 
“P 
pam Ppt e= m pam 


p+! p+2 Mefr 


x(1— 0)" (*). 


6. TnéorèMe II. m étant une quantité positive, moindre que 
l'unité, on a 


LED me; me (mesh) © m(m+i)(m+a) 
N I 1.2 1:23 Ua 
PLLA iam) AS a la 
i ihi TR 
Dans ce cas, l'expression du reste est 


m(m+ 1)... (m+n) 1 h 
z (npt) (Foen 
donc (Lemme II) lim R” = o. 


7. Il est évident que la série (C) cesse d’être convergente à par- 
tir de m = 1, et que la série 
m m(m+1) m(m+1)(m+2) 
_ c + ——————_ ——— + 
I 1.2 ATE 


R'=E 


est divergente pour toutes les valeurs positives de m. Les cas dont 
nous nous sommes occupé sont Mei les seuls qui présentent quelque 
intérêt, 


(*}) Cours d'Analyse, 1. 1, p.114. 
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NOTE II. 
SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES (* ), 


par M. Despeyrous. 


L'intégrale sous forme algébrique de l'équation 
dx dy 
-== + -= = 0 
Via Vi" 
s'obtient aisément, comme on sait (**), au moyen d'une intégration 
par parties. En mettant cette équation sous la forme 


dx yı — ř +dy yi — t =0, 


on en déduit 


fev — 7“ + | de TZE = constante. 


Or, en intégrant par parties, on a 


d 
Jar + 2 


(*) Pour l'intelligence de cette Note, il est nécessaire de savoir que l'on 
donne le nom d'intégrales elliptiques aux intégrales suivantes dont la se- 
conde représente la longueur d’un arc d’ellipse : 


? dy 


Voa 
o Vi—csin's 


2° espèce. fav sinto, 


o 
3° espèce. S a 
o 


(+n sin*p) yi — c" sin*? 


1re espèce. 


Si l'on pose x = sin ọ, l'intégrale de première espèce devient 
r dx 
o Vie cz 


(**) Voir, par exemple, Lacroix, Traité du Calcul différentiel et du 
Calcul intégral, t. M, p. 473. 
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= zydx 
fever (ES 


Ajoutant et observant que les termes sous le signe | donnent une 


et 


somme nulle en vertu de l'équation différentielle proposée, on 
trouve l'intégrale algébrique 


xyi —y* +y y1 — z? = constante. 


La constante arbitraire quelle contient est la valeur de y pour 
x= 0. Posons 


Vi 


et de même 


Y. dy 1 er 
= =f, y=smf, yi = y’ = cosp- 
Ft B, 

Nous aurons 
da+df6 = o, 

d'où 
"a+B =, 

7 étant une constante. D'ailleurs, pour « = o, on a 


T=Oo, B=7, y=siny. 
La constante de notre intégrale est donc sin y. Par suite, il vient 
siny ou sin(z+6)— sinz cosĝ + sin ĝ cosa. 
C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions circu- 
laires. 

Le même procédé s'applique facilement à la recherche de l’inté- 
grale d’Euler qui donne la formule fondamentale de la théorie des 
fonctions elliptiques. 

Soit, en effet, 

dx DAE TETE 


heat Ve Vicp 


En multipliant par le produit des dénominateurs et divisant par 
1—cx y, ona 


f ESERSE - 24 La fa +f v! = Ever dy constante. 
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Or, en intégrant le premier terme par parties, on obtient 


JET Pier ie ri iyi-er 


Trees I= Pyr 
GHE) (Hery) atar aty dy 
P SEEE E eaer 
x fi — y’ yı — y dx. 


En échangeant entre elles les deux lettres x et y, on aura le second 
terme; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe 


donnent une somme nulle en vertu de l'équation différentielle pro- 
posée, on trouvera 


GE CEA CEE EE LP VIRE G — constante. 


La constante du second membre est la valeur de y pour x = o. 
Posons 


x dx 
f yi Zr yio’ 
z=S(«), V1— z =C(a), Vi—cz =R (a), 
et de même 
US A = 
e 
y=S(ß), Vi =y =C), VIZ er =R(B). 
Nous aurons 
da+ dß=o0, 
d'où 
` a+ß=7, 
y étant une constante, D'ailleurs, pour æ = 0, On a 
z=0, Pp=7, r=S(1) 
La constante de notre intégrale est donc S {7}. Par suite, il vient 


Sm) on Safe SEICIPIRG ES (PCI) 


(*) Dans cette intégrale, la variable x doit être prise toujours moindre 
que 1. Si l’on fait x = sin p, alors l'angle # est appelé l'amplitude de V'in- 
tégrale x. Jacobi le désigne par am « et pose x = sin am «. P. 
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C'est la formule fondamentale de-la théorie des fonctions elliptiques. 
Elle donne S (x — 6) en changeant le signe de S(£). On peut 
aussi en déduire C (4 + ĝ} et R(a +6). 


NOTE HI. 


ANALOGIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
A COEFEICIENTS VARIABLES, AVEC LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES;, 


par M. E. Brassixxe. 


1° Considérons l'équation différentielle linéaire à coefficients va- 

riables : 
dy dy 
(1) X,, TE de" PT +Q0-—— ET: PTA e +UY= 0. 

De l'intégrale de cette équation on déduit par les quadratures 
celle de X„= f(x); aussi, dans tout ce qui suit, nous supprime- 
rons le terme fonction de la seule variable x. 

L'intégrale complète de X,—o est la somme de m intégrales 
particulières distinctes, que nous appellerons les solutions de cette 
équation. Une intégrale y —cŸ{x) est distincte, si ÿ(æ) ne peut 
être décomposée par addition ou soustraction en d’autres fonctions 
de x, qui égalées à y puissent satisfaire à X,, = 0. 

Cela posé, rappelons que Lagrange, dans son Mémoire intitulé : 
Solutions de différents problèmes de calcul intégral, a démontré 
que, si on connaît p solutions C, Y, C,Y25- ++ €, Yp de Xn = 0, ON 
complète son intégration en effectuant celle d'une équation linéaire 
d'ordre m— p. M. Libri, en 1836, a donné de l'extension à ce 
théorème en démontrant que, si une équation linéaire X, = o (l'in- 
dice p désigne l’ordre), non intégrée, est telle néanmoins, que ses 
solutions inconnues satisfont à X,, — 0, l'intégration de cette der- 
nière dépend de celle de l'équation d'ordre p et d’une autre équa- 
tion d'ordre m — p. Il est à remarquer que si l'intégration de X, = o 
est nécessaire pour savoir si les solutions de cette équation appar- 
tiennent à X,, = 0, ce théorème rentre dans celui de Lagrange. 

Mais on peut établir un théorème général comprenant ceux de 
Lagrange et de M. Libri, dont voici l'énoncé : $é des équations dif- 
fcrentielles linéaires, d'ordre m, m', m",... ont p solutions com- 
munes, on trouve, par un procédé analogue à la recherche du com- 
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mun diviseur algébrique, léquation X,— o qui donne ces solutions, 
et l'intégration des proposées est ramenée à celle de X, = o et à 
celle d’autres équations d'ordre m — p, m — p, m'— p. 

2° Si dans l'équation linéaire X = o d'ordre quelconque on pose 
y=vu, on trouve une transformée dont la loi est donnée (46° Leçon, 
n° 389); nous l’écrivons ainsi : 


RAA d'u RE NL 
(2) ar EL ra de i FES de +. 
2 
de d™-'u d'u 
+ (m Hee) re = o 


Les fonctions ’X, "X,..., d'ordre m — 1, m—2,..., se forment 
comme les dérivées du polynôme 


2H Pat +, 4 Tz+ Uz 


(ce polynôme est la fonction X dans laquelle on a fait A = z) 


par rapport à z, en remplaçant ensuite z par ay et z° par y. D'après 
ppo da 


cette loi, il est clair que si dans 'X, "X,..., on remplace v par eu, 
on aura des transformées : 


r N du ” m du 
Xu + XT +... ou "Xu+ X 7 +... 


pareilles à (2). Nous appellerons ‘X, "X, ”X les conjuguées pre- 
mières, secondes, troisièmes de X. La relation (2) nous servira à 
démontrer les théorèmes suivants : 

Théorème de Lagrange. — Si on connait p solutions, €,7,, €,7,,.-., 
c,7, de X=0o d'ordre m, son intégration sera ramenée à celle 
d’une équation d'ordre m — p. 

En effet, supposons >= y,u : il suffit de faire dans la transfor- 
mée (2) v = y, ; puisque y, est une solution, son premier terme sera 
annulé, et ‘X, "X,..., deviendront des fonctions connues de x. Jl 
restera donc une équation en « d'ordre m qui s’abaissera à l’ordre 


du : 
m—ı en posant = =w’. Or, puisque y= yiu, les valeurs de « 


d. 
correspondantes à y = 7, = 7, =... = y, sont 
KA P E Jr 
ZY wia SU sT 
Jı h L L t 


et celles de «' = dú sont 
dx 
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On connaît done p— ı valeurs de «' qui satisfont à une équation 
linéaire d'ordre m — 1, 
Ann ire TI 7 
Xu + YF els 

Cette équation, par une transformation pareille à la précédente, 
pourra être abaissée à l’ordre m — 2, et par une suite d'opérations 
semblables on arrivera à une équation d'ordre m — p. 

Nous avons rappelé ce mode de démonstration, dù à d’Alembert, 
parce que son application à l'équation X = f(x) conduit, lors- 
qu'on connaît les m intégrales particulières c Y, €,Y,,..., CmYm 
de X = 0, à l'expression de la valeur de y au moyen d’une intégrale 
multiple, qui peut être remplacée par la somme de m intégrales 
simples, ne différant l’une de l’autre que par les indices des lettres ; 
on trouve pour la valeur de y: 


pa t $ f(x)dx 
(3) J Rai Ca) a +5 Jn d Z) 


Y, ad Jeri AL dæ \ i Tass 
CVAD N f dx d (2 ) 
dx 


a+ 
Ja 


La sommation s'étend aux indices z = 1, 2, 3,..., m, et le déno- 
minateur sous le signe d'intégration est le produit de m facteurs; 
chacun de ces facteurs, à partir du premier, est la dérivée, par rap- 
port à x, d’une fraction dont le dénominateur est le facteur précé- 
dent et le numérateur ce même facteur dans lequel le plus fort 
indice de y est augmenté d’une unité. Après la formation complète 
du dénominateur, on diminuera de zx les indices qui dépassent »». 

Second théorème. — Reprenons la transformée 


f zo Gh 
(2) Xu + XZt+...=0, 


qu'on déduit de X—o en posant y = y, u. Si y, mis à la place de 
o rend nulles p fonctions, X, ‘X,..., CX, l'équation X= o 
aura p solutions de la forme »,, £Y,, °y,,...,æ?-'y, (nous suppri- 
mons les constantes pour plus de simplicité dans l'écriture). En 
effet, dans notre hypothèse, (2) devient 


pX n CAN ARID. 4 OEN OE A +7 d'u 
1.2.3p dx” 1.2...p+1r dat 2 7 
Or cette équation a pour solutions 
ERE EE =" 
Donc, puisque y = y,«, on aura p valeurs de y, savoir : »,, æ»,,.... 
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2P- y, Nous appellerons les intégrales particulières de cette forme 
des solutions conjuguées; zy, est conjuguée de y, et "t'y, de æ" y,. 

En second lieu, si X = o a p solutions conjuguéss y, zy,,..., 
aP-'y,, chaque fonction 'X, "X, "X,..., aura les solutions conju- 
guées de celle qui la précède dans le développement (2), à l'excep- 
tion de ła solution pour laquelle le facteur æa le plus fort expo- 
sant. 

Si, en effet, on suppose dans la relation (2) v = x et » égal suc- 
cessivement à Y, æy,..., y, dans toutes ces hypothèses la 
transformée se réduira à ‘X = 0, puisque les valeurs de » sont des 
solutions de X =o. Ainsi 'X —o a pour solutions y, y,,..., 
aty, . En faisant la transformée de ’X, on trouvera de même que 
Yir ZY- ay, sont solutions de "X = o, et ainsi de suite. 

Ce théorème comprend celui que d'Alembert démontre dans le 
cas des équations différentielles à coefficients constants, lorsque 
l'équation algébrique de laquelle dépend la solution a des racines 
égales (46° Leçon, n° 590). 

Corollaire. — Si toutes les solutions. de 'X —o sont y, æy,,..., 
2", X= o auralles mêmes solutions et, de plus, la solution 2™"-ty,, 
car on peut toujours concevoir une équation X,,= o d'ordre m qui 
ait toutes les solutions ci-dessus; or, en formant la conjuguée de 
X,, = 0, savoir 'X,— 0, celte dernière aura m— 1 solutions, y, 
LY,» e, 277, : elle sera donc identique à X, donc aussi X, sera 
identique à X. 

Troisième théorème, — Si dans la transformée (2) de X = o on 
fait e = y, etu—e**, y, étant une solution de X= o, et x une 
quantité très-petite, cette transformée deviendra 


3 
aai en 


2 
Q æ 
OCT TS TX 


Pa 
1.2.3 
En changeant « en — +, on aura le résultat de la substitution de 


r=p,eT %*. Si à cause de la petitesse de «nous négligeons les 
termes dans lesquels cette quantité est élevée à des puissances su- 
périeures à la première, on voit que y, =, (x) étant une solution 
de l'équation X = o, les substitutions 


Let (n 2 ln LA 


donnent des résultats de signe contraire quel que soit æ; ces deux 
relations pourraient être représentées par des courbes très-rappro- 
chées comprenant la courbe y =, (æ). 

Mais si ÿ=4%(x) annulait X et un nombre impair de fonc- 
tions "X, X,..., les résultats de la substitution seraient de même 
signe. 
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En second lieu, si on donne les équations de deux courbes très- 
rapprochées, telles, que l'ordonnée de l'une d'elles soit toujours 
moindre que l’ordonnée de l’autre, et si la substitution des valeurs 
de ces ordonnées en fonction de x, dans X = v, conduit à des résul- 
tats de signe contraire, il existe entre les courbes données une 
courbe dont l’ordonnée représente une solution de X = o, En effet, 
les équations des deux courbes très-rapprochées peuvent être mises 
sous les formes 


y= eK) e”? (z) i ef(z) eTel), 
y(x) et #,(x) étant des fonctions constamment positives; or, la 


substitution de ces valeurs dans X — o ne pourra fournir des résul- 
tats de signe contraire que si le premier terme de la transformée, 
savoir Xe”?(®) ou Xe—##1(*), est identiquement nul, puisque ce 
terme est incomparablement plus grand que ceux qui ont « pour 
facteur, Donc y = e/(*) doit être une solution de la proposée. 


RECHERCHE DES SOLUTIONS COMMUNES. 


3° Pour déterminer la fonction qui, égalée à zéro, donne les solu- 


tions communes à deux équations linéaires X,,,, —0, X,, = 0, dans 
le cas où il en existe, nous formerons la suite d'égalités 
dr . 
p. OR hs ar | Ti (An) Ets à. PR 

dP- 
(A) La L A Eae, E 

d s 

ae M (X,)+N (Xx): 

K, L,..., M sont des fonctions de x déterminées de telle sorte, 


que les termes de l’ordre le plus élevé soient les mêmes au premier 
et au second membre; les restes, comme l'indiquent les égalités, 
s'obtiennent par de simples soustractions. Or, il est évident qu'une 
solution y, qui rend identiquement nulles X,., et X,, et, par suite, 
les dérivées de ces fonctions, annule aussi les restes X,,,,,, 
X iso set Bb réciproquement une valeur de y qui annule un reste 
et X,, satisfait aussi à la proposée X,,,,—0. Nous avons supposé 
que notre dernier reste a-la forme NX,,, N étant une fonction de x; 
dans ce cas, toutes les solutions de X, = o appartiennent à X,,,,— 0, 
et l'élimination des restes successifs conduit au rr x 

A dv 
(5) Xaa ss (X,)+ 


mp 


K, ua LT à J+ LE (Xu )+NX„=0. 
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Sous celte forme, et en prenant X, pour l'inconnue, il suffit pour 
sa détermination d'intégrer une équation d'ordre p, et on trouve ainsi 
Xn =N ++... +0,77, = f(x); 
intégrant ensuite X„=0 et Le usage de la formule (3), on a 

l'intégrale complète ‘de Xp = 
Si la dernière égalité du AE (A) est 


d 2 
Xpan = MZ (Xn) +X,, 
on fera 
X=PX Xe 
en déterminant P de telle sorte, que le terme d'ordre 7n soit le même 
au premier et au second membre. Par ce moyen, on posera la suite 
d’égalités 


k qi free KE 
+ dx 


(B) 45 


$ d RG 
X,. 2= S ZX) +S X; 


Si on parvient à une égalité qui présente au second membre deux 
fonetions égales X,, on arrètera l'opération, et par l'élimination des 
restes successifs dés groupes (A), (B), on développera X,, et Xap 
sous forme d'équations linéaires d'ordre m — #, m+p— — k, qui 
auront X, pour inconnue, Si la suite d’égalités conduit à à un reste 
yyl) qui ne peut être annulé par une valeur de y exprimée en r, 
on conclura que les équations différentielles n’ont pas de solutions 
communes. t 

De ce qui précède, il résulte qu'il est toujours aisé de trouver 
la fonction qui, égalée à zéro, donne les solutions communes à des 
équations linéaires, et si cette fonction est ordre. k, on pourra 
abaisser de k unités les ordres des équations linéaires. 


COMPOSITION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


On veut former une équation différentielle qui réunisse les solu- 
tions de deux équations données X,,— 0, X,— 0. Désignons par 
X,., le premier membre inconnu ‘de l'équation cherchée, nous 
pourrons le développer sous les deux formes : 


d a 5 
Xe à 2: CL Al Ré 


y. APR CENT ST eu 


dpe (REX, ). 


A P 
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Elfectuant les différentiations indiquées aux seconds membres, et 
identifiant les coefficients des différentielles de mème ordre dans les 
deux développements, on aura m + p relations du premier degré au 
moyen desquelles on déterminera les coefficients K,..., Q, K”,,.., S’. 
Si les deux functions X,,, X, sont égales, la méthode n’est pas 
applicable, parce qu'il est contraire au caractère de généralité de 
l'intégrale complète que deux solutions soient égales; mais pour 
suivre l'analogie de l'Algèbre et du Calcul intégral, en ce qui con- 
cerne les racines égales, on formera des équations de même ordre 
qui auront les solutions de X,,—0o, multipliées par x ou par z°, 


r Y r 
æ,...; il suffira pour cela de remplacer y par FL CU On com- 


posera ensuite en une seule toutes ces équations de même ordre, 
et on aura un résultat analogue à la puissance entière d’un poly- 
nôme. 

Dans le cas où X,,— 0 a p solutions y, , r,,...,7,, de plus 2q 
solutions z,, æz,,..., 3,, T3, et 3r solutions w,, æu,, 2°u,,..., 
u,, xu,, x°u,, de sorte que m = p+2q<+3r, l'intégration se ra- 
mènera à celle de trois équations d'ordre p, q, r. 

Si d’abord on cherche les solutions communes à X,—o et 
'X„=0, on trouve une équation X,,, = 0 qui a pour solution z,, 
Zee. Zg Uyy Tulge- ey U,, TU, Les solutions communes à X „=0 
et "X,,= 0, savoir : &,, K,- -; u,, SONt fournies par une équation 
X,= 0; celle-ci permettra de former X, dont les solutions seront 
u,, Zü, y»- -3 4,, Xu, Cherchant ensuite les solutions communes à 
X,, = 0 et X„ = 0, on parvient à X, = o qui a pour solutions z,, 
Z,,.+., 2%, Il est facile de former sans intégration la fonction 
Xma = © satisfaite par toutes solutions conjuguées doubles ou 
triples. Avec cette équalion, on abaisse X,,—0o ou X 
l'ordre p. > 

Les méthodes précédentes fournissent un moyen aisé de trouver 
les conditions qui doivent exister entre les coefficients de deux 
équations différentielles, pour qu’elles aient p solutions communes; 
il suffit d'appliquer la méthode, et d'exprimer que le reste d'ordre p 
est identiquement nul. 

Enfin, on peut ramener à cette théorie des méthodes connues, 
celle par exemple que d'Alembert a imaginée pour l'intégration des 
équations différentielles, et qu'il reproduit dans ses principaux 
ouvrages, Théorie des vents, Théorie de la Lune, etc. 

Prenons pour exemple de cette application l'équation du qua- 
trième ordre : 


Piar — © À 


d'y dy dy dy s n 
X= as tae t OTe + > TER) +f(z) = ó: 
I. a° édition, 22 
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Supposons une fonction 


dy 


X,= 7 


ET HT Ay SUR 
+9 Ds t? FR Y+z=0 
qu'on veut déterminer de sorte que ses trois solutions appar- 
tiennent à X, = 0; nous poserons 


d 
X, = TX) +4.X,. 


De cette dernière on déduit, en identifiant les deux membres, 


d9 d9' 


0+k=a, gz +40+0= D, TA +=, 


19" l : 
TE +he=e, T +4 rte). 


Avec ces relations, auxquelles d’Alembert parvient, on élimine #, 
6", 6", et on arrive à une équation en 9 qu’il faut intégrer pour 
trouver ensuite les autres coefficients. Cette détermination conduit 


à quatre expressions de X,, et comme d’ailleurs 5 (X,+ 4X, =0 


donne X,—C.e f*#, en portant dans cette dernière les systèmes 
de valeurs de +, 9, 9’, 9" on obtient quatre relations au moyen des- 
dy dy 
dd 

Si les coefficients de X,—o sont constants, ceux i X,=0 le 
seront aussi, et dans ce cas la valeur de 9 dépendra de la résolution 
de l'équation 


(9— a) +a(9— a) +b(6— a} + c(5— a) +e =o. 


quelles on trouve la valeur de y après avoir éliminé Y, 


COMPOSITION DE L'ÉQUATION LINÉAIRE AU MOYEN DE SES SOLUTIONS. 


4° La composition de X,,— o, au moyen de ses intégrales parti- 
culières, résulte de l'élimination des constantes c,, c,,..., Cn entre 
les équations (46° Lecon, n° 579) : 


= FOI Cm 


dr, dr, dr, dy., 
dx dr t Ge S 2 Cm er Le 
(C) nm mm 
dy d'y, d"y, d'y, $ 
Van ae + ga Cu 
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Or, si l’on écrit le groupe suivant : 


M pe TT Yu, 


| i= eyte, Tire + Con) mY 
| ‘dx ‘dx mda’ 


odar A A r Cm x 


on aura, au moyen des x dernières équations, les valeurs de c,, 
€, s+ -+3 € qu'on portera dans la première, et le résultat sera de la 
forme c,A = L, A étant le déterminant ou dénominateur relatif aux 
mr inconnues cp, C,,... Si on fait c, = — 1 et À —0, }' —0,..., 
la relation précédente se réduit à A= o, laquelle ne peut être que 
l'équation différentielle X,, =o. Or, d’après la formation connue du 
déterminant A, on peut écrire 


d”y 
X„,=4= PAA LE À R .+rD,, = 0. 
D est le dénominateur des m inconnues c,, €,,..., Cm déterminées 
au moyen des m premières relations du groupe (E), et si l’on con- 
sidère les indices de a différentiation comme des accents, on passe 


; d 
du premier terme P D au suivant en changeant les signes, m en 


m—1 et m— 1 en m. Comme D contient les indices m — ı qui 
deviennent m pour la formation de D,, et comme d'ailleurs, en 
ajoutant un accent ou une unité à chaque facteur de D de même 
indice, cette fonction s'annule, il est clair que D, est la dérivée 
complète de D et, par suite, si D est constant, D, = o (observa- 
lion due à M. Liouville). 

En second lieu, si nous mettons la valeur de y sous la forme 


Te e (z)+c, (x) nt + Cu Panl T) 
on pourra déterminer les constantes en supposant que pour x,, Y, 


ANT je 
E, yeee J» ont des valeurs 
dr, dr, dr! 


assignées ; dans cette hypothèse, on trouvera les valeurs des con- 
stantes au moyen des m dernières équations du groupe (C), et en 
désignant le dénominateur commun par-D et les numérateurs par 
N,,N,,...,N,,, on aura 


= Dh let Ñy. Heyl). 


Sir, , et les dérivées de y, par rapport à satisfont à la re- 
12: 
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lation y= %,(zx), ces valeurs dans l'expression de y devront 


rendre an égal à l'unité, et N,, N,,..., N,, égaux à zéro. Mais 


Zas Ya €t les dérivées pourraient satisfaire à une des relations 
y= 4%, (x), y =$, (£), et on déduirait des conséquences sem- 
blables. On peut conclure de cela que le numérateur N,, égalé à 
zéro, est une équation linéaire d’ordre 2 satisfaite par toutes les 
intégrales particulières de X,, = o à l'exception de y = 4, (x). 


DEUXIÈME MÉTHODE DE COMPOSITION. 


5° Analogie d'une équation linéaire avec la puissance dun 
binôme. 


X,,—0, X,.,=—=0 sont des équations différentielles, telles, que 
toutes les solutions de la seconde satisfont’ à la première, si l'on 
pose 


X,, = À (2.X,)+R, 


d 
dx 
et si l’on détermine #, z de telle sorte que les deux termes du plus 
fort indice, au premier membre et dans la première partie du se- 
cond, soient identiques, R devra être identiquement nul. Sans cela 
l'équation linéaire R = o, de l'ordre m — 2, aurait m — 1 intégrales 
distinctes, ce qui est impossible. 

Composons par ce procédé une équation d'ordre m, qui réunisse 
toutes les solutions des équations : 


ns MA de 
HR ray =o, i TY =o, Te RE Oain 
On formera d'abord une équation du second ordre 


TS d dy d 
X, = A Al ( +a) |; 


d’où on déduira 


z sera déterminé par la condition que le second membre soit annulé 


par les valeurs 
dy 


an À AE a 


—fods 


ae dy A 
On exprimera cette condition en égalant z (Z +ar) à une con- 


stante, à l'unité par exemple, et on trouvera 


el bdr 


zap = (ambt, 


ge 
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Remarquons que A est le facteur qui rend le premier membre X, 


une différentielle exacte. La fonction du troisième crdre X, résul- 
terait de la relation 


l 
X, =k (Xz) 
À dx (Be) 
qui devrait être satisfaite ou réduite à zéro par les valeurs 


dy 


dx 


== y= ef, 


z J 


Si les solutions de X,,— o sont y,, ZY, DY, see, VY, en Sup- 
posant que y, satisfait à Z +ay= v0, le premier membre X,, se 
développera ainsi qu'il suit : 


LH APS m(m ee. +R) des deS 


r de due 
m(m— 1)(m— 2) da pE a do 
e 7 LE PH E a) E à 


Les coefficients numériques de cette expression sont ceux de la 
puissance m du binôme ; les fonctions de a se forment ainsi : à partir 
du second terme, on obtient la fonction de a relative à un terme 
quelconque, en multipliant par a la fonction de æ du terme précé- 
dent et ajoutant à ce produit la dérivée de cette fonction. 

Pour démontrer cette formule, nous la supposerons vraie pour 
l'ordre m, c'est-à-dire que nous admettrons que le développement 
précédent égalé à zéro est une équation dont les solutions sont »,, 
a, &°Y,,..., 2" y, Écrivons, d’après la mème loi, le dévelup- 
pement pour l'ordre » +1 que nous représenterons par Xpy; Or, 
on verra tout de suite que la conjuguée première de cette fonc- 
tion sera 'X,,,, = (#+1)X,,; par conséquent X/,,,= 0 aura les 
mêmes solutions que X,, = o, et cela prouvera que X,,,, aura aussi 
les mêmes solutions, et de plus la solution 2”). 

Cette seconde méthode de composition a l'avantage de s'appliquer 
à des équations non linéaires, et de conduire sans aucune difficulté 
à la théorie des solutions singulières, et à la démonstration de diverses 
questions de calcul intégral traitées par Jacobi. Les exemples sui- 
vants en montreront usage. 

Considérons une équation linéaire ou non linéaire d'ordre s, 
X,,=— 0, et supposons que X,,_, = o soit une équation d'ordre m —1, 
telle, que toute valeur de y en fonction de x qui satisfait à la der- 


LE 
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nière satisfait aussi à la première : nous pourrons poser l'identité 


MS (X NL 


=A 
dans laquelle M est déterminé de telle sorte que les termes d'ordre m 
soient identiques au premier et au second membre, La forme de 
l'identité résulte de ce que les fonctions qui annulent X, et Xp, 
doivent aussi annuler le reste; nous la mettrons donc sous celte 
deuxième forme 


LIBRE 
X, = À TG Xn) 
qui s’accordera avec la première si 


kz=M et 4.—=N, 
r 


er -fa 
k=Me ciis 


; sera le facteur qui rendra le premier membre X,, une différen- 


tielle exacte. Mais, sans nous arrêter à des généralités qui nous 
feraient retrouver les résultats que Lagrange démontre dans le 
calcul des fonctions (13° Leçon et suiv.), appliquons ce qui précède 
à l'équation différentielle du second ordre 


d’où on déduit 


x, = + Dh (x, 7) =. 


Cette équation, dans tous les cas où J f(x)dx sera exprimable 


en fonction de z, se mettra sous la forme plus simple 


dy 
de 


ği (z, #7} — 0. 
-f2 dx 
Il suffira pour cela de remplacer y par ye LPS 
Si on connait une intégrale première 


É AF NE 
Y (ar a)=0 


de la dernière équation du second ordre, x étant la constante arbi- 
traire d'une première intégration, on pourra déduire de cette inté- 


dy À - RATS; 
grale, z = U “ Étant une fonction de x, y, «. Mais, d'après ce que 
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nous avons expliqué, nous poserons 


dy et NÉ dr \ 
TT z — (x, DRE) | 


Identifiant, on trouve 


du du dy i du du 
d dgy da y(r, y) ou de dg = (x, y). 


Les deux premières sont satisfaites en faisant #— 1, Z = 1, mais 
la dernière ne pourra avoir lieu que dans le cas où le premier 
membre sera indépendant de z, qui n’est pas contenu dans ọ (7x, y). 
Ainsi, la dérivée du premier membre par rapport à z sera nulle; 
donc 


I du Pl 
tda “da du du _ 
dx dy dy da Le 


Considérant la dérivée par rapport à x et celle par rapport à y, 
lesquelles, d’après l'égalité, sont égales et de signe contraire, on 


verra que = est le facteur qui rend dy — udx une différentielle 


exacte. 


On pourra donc intégrer Zé = dy — Si dæ (42° Leçon, n° 529). 


Un second exemple, pris 4 Pan que vient de publier le 
géomètre suédois M. Malmsten, ne présente pas plus de difficulté. 

Supposons qu'on” connaisse une intégrale première > =u de 
l'équation du second ordre 


dy(zx,»") 


DAG 
7 y(x, y) =0, 


d 
dans laquelle y” = Z Cette équation se met sous la forme 


der) dy, delz. y’) 


Een r\ = 
dy’ dx? dr I(r, 1 ) o. 


Nous avons marqué d’un trait les dérivées par rapport à x, lors- 
qu'on ne considère pas y’ comme fonction de x. Dans cette relation. 
et en vertu de l'intégrale donnée, on peut remplacer »’ par w et 
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identifier ensuite le premier membre à 
d dy 7 
k— |z| = — u) f 
dæ |" dx 


de(r, u), LE Lie 
du dx 


L'identité donne 


kz = 


(et par suite, z = 1), enfin 


dan (de de) dd, 


du dx dy dx 
: —dy (z 
Si on transpose le terme tel > le second membre ne ren- 
axr 


fermera plus «; par suite, le premier sera indépendant de cette 
constante, et sa dérivée par rapport à « sera nulle. Cette dé- 


rivée est 
1 do(x,u) du 
‘ du dz. (z du u) 


du da H dy 


e gte 
D de(zx,u) “da ni da du a) 


du dx dy # dy da. 
do(x, u) du 
du da 
+ = si 
dx 


De cette relation on voit clairement que, en prenant pour fac- 
teur 
dy (x, u) du _ do 
du da da 
l'expression (dy — udx) sera intégrable. 
L'équation 
dyly, y' 
ere T EES y)=0 
sera traitée de la même manière; car après l'avoir développée, elle 
devient 
TA) VSA aa 
; dely y’) A. de(s) ) Yt o. 


Ta dy' da? dy 
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Remplaçant y’ par w et identifiant le premier membre à 


on trouve 


Ea. də (y, u) 
CE du 


enfin 

ı de(y, u) [du du doly, u) 

u du dr F dy“ 1 dy 
devra être indépendante de z, ce qui donnera : A pour le facteur 
qui rendra intégrable la fonction du premier ordre, de telle sorte 
que = Rd dy —udzx) sera une différentielle exacte. 


sa équations du troisième ordre : 


(È) dar) yin yh 
(4) Wr yyy) 


qui se ramènent aux formes du second ordre quand on élimine dx 


par la relation dx = ®, ne présentent pas de difficulté. 


REMARQUES SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


4. Une équation linéaire X,, — o a m solutions qui peuvent être les 
3 P è É d ; 
intégrales d'équations du premier ordre% — ay = 0. Ces équations, 
qu'on pourrait nommer les composants de X,,— 0, méritent une atten- 
tion particulière. Jusqu'ici on s’est appliqué à éviter dans l'intégrale 
les fonctions imaginaires par une détermination convenable des 
constantes. Cependant, il est utile, dans certains cas, de les con- 
server si on a en vue la on analytique. Ainsi, les solutions 


en exponentielles de l’ équation er dy M da fournissent des compo- 


sants à coefficients constants 


Ÿ + 


yy—1= 0 
dx YV ’ 
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Les solutions réelles Csinæ, Ccosz conduisent à des composants 
dy 


dy 
SA + langy = o, P — Cotzy = o, 


à coefficients variables et, par suite, moins simples. 


2. L'intégrale complète de X,, —o est la somme de » solutions 

de la forme 
y=C}(z). 

Il sera quelquefois possible de discuter la courbe qui représente une 
solution, sans intégrer l'équation; cela paraît plus général et plus 
simple que de discuter l'intégrale complète avec ses constantes dé- 
terminées par des conditions particulières. Ainsi, comme on peut 
toujours faire disparaître le second terme d'une équation linéaire, 
celle du second ordre se ramènera à la forme 


de laquelle on déduit, en multipliant par dy, 
1 2 
ha -2 f Fiz )ydy =o. 


Dans le cas où fx = 4°, A étant une constante, la relation se met 


sous la forme 
dy \ (dr te 
(Z-a) (Z+) i 


Or il n’est pas difficile de prouver que si y f(x) reste comprise entre 
deux valeurs coristantes A’, A” depuis z’ à X’, les intégrales parti- 
culières de l'équation 
Å d? 
rs —f{x)r= 0 
dépendront de deux équations du premier ordre de la forme 
l 
PA +ọ(z)y=o, 


telles, que ọ (x) sera comprise entre A’ et A”. 
3. Enfin, les solutions d’une équation linéaire pouvant ètre con- 
sidérées comme les intégrales d'équations de la forme 
dy 


TT y(r)r =0, 
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en posant 


on peut concevoir une équation algébrique 


[v— (x)] [o—#,(x)]. i-—0, 


dont les racines ou valeurs de » conduiront à la valeur de v. 
Si on donne l'équation algébrique 


pao 4... +H ana + duree = O, 


dont les coefficients sont des fonctions de x, de cette équation on 
à À lW d’ f : 
déduira o” et les dérivées > SE en fonction de x et des puis- 
dx dæ 
sances de v inférieures à /x. Si donc on veut former une équation 


différentielle 


d"y ERY dy x 
VAZ + b, yda" RSR bami ydx + br EA 
l 
telle que ses z solutions particulières fournissent des valeurs de e 
égales aux valeurs de v, on posera 
ER 
dè 


et, différentiant plusieurs fois de suite cette relation, on exprimera 
d'y d"> ; ur 
Jda dr ER -.., en fonction de x et des m— 1 premières puis- 
sances de v. Cette équation du degré m — 1 devra être identique- 
ment nulle pour qu'elle ne soit pas en contradiction avec l'équation 
donnée en e du degré m. On aura ainsi des relations qui détermi- 
neront b,, b,,..., ba Le calcul est élégant lorsqu'on transforme 
l'équation o” — A" = o, A étant fonction de x, en une équation dif- 
férentielle. Si m = 3, cette équation est 

dy A' d'y AT, D 

E- — FD -(TTE JE 0 
On pourrait aussi se proposer de transformer une équation différen- 
telle linéaire en une équation algébrique dont les racines représen- 

3 l : à : 

teraient les valeurs de A mais ce problème inverse dépendrait 
d'intégrations souvent impossibles. 
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NOTE IV. 
SUR LES PROPRIÉTÉS DE QUELQUES FONCTIONS ET SUR LA 


REPRÉSENTATION DES RACINES DES ÉQUATIONS PAR DES 
INTERSECTIONS DE COURBES, 


par M. E. Prouner. 


Définitions préliminaires. — Relations entre les dérivées partielles des 
fonctions P et Q. — Séparation des quantités réelles et des imaginaires 
dans les dérivées de f (z). — Différences finies et différentielles totales 
des fonctions P et Q. — Propriétés des courbes P, Q, P+Q, P— Q. 
— Démonstration d'nn théorème de M. Cauchy. — Asymptotes des 
courbes P, Q, etc.— Théorème sur le nombre des racines des équations 
algébriques. — Propriétés des surfaces z =P, z =Q. — Remarques. 


DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. 


4. Si f(z) est une fonction qui prenne la forme P + Qyÿ—1 
quand on pose z = z + y y—ı, P et Q étant des fonctions réelles 
en x et y, l'équation 


(1) f(z)=P+Q y—-1 =o 
entraînera les suivantes 
P=o,.0=v 


et réciproquement. Il suit de là que si x et y sont les coordonnées 
d’un point variable, la partie réelle et le coefficient de ÿ—1 d’une 
racine de l'équation (1) seront respectivement égaux aux valeurs 
numériques de l’abscisse et de l’ordonnée d'un point commun aux 
deux courbes données par les équations P = o, Q = 0. 

Les points d’intersection de ces deux courbes peuvent donc être 
regardés comme formant une représentation géométrique des ra- 
cines de l'équation f(z) —o, et c’est pour rappeler cette propriété 
que nous les nommerons des points-racines. 


2. On dit en général qu’une équation f(z) =o a z racines égales 
à a lorsqu'on a f(z)—(z—4a)"f(z), f(z) désignant une fonction 
qui ne devient ni nulle ni infinie pour z — a; or, comme la fonc- 


tion f (z) = mt) 


(z— a)" 


o « 
prend la forme — pour z= #4, si l’on cherche 
o 
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sa véritable valeur d'après les règles connues, on voit que, pour 
qu'elle ne soit ni nulle ni infinie, on doit avoir 
f(a) =0, f'(a)=0, f'(a) =0; FA (a)=0, f"la) Zo. 


Toutes les fois que l'équation f (z) aura z racines égales, le point- 
racine correspondant sera pour nous l'équivalent de z points-racines 
qui coïncideraient, et nous le nommerons, dans ce cas, point-racine 
de Pordre n. 


RELATIONS ENTRE LES DÉRIVÉES PARTIELLES DES FONCTIONS P Er Q. 
3. Relations entre les dérivées partielles du premier ordre. 
Si l’on suppose que z tienne la place de z+ y ÿ—1 dans l'identité 
fiz) = PQ yis 


et que l'on prenne les dérivées des deux membres, d’après la règle 
des fonctions de fonctions, on aura 


Ahh 247 _dP dQ — 
f (zf (a= ta VTi 
` ds, r— _ dP dQ 
fi ips Ei A a er 
n d dP 
ou fa- Si 


On obtient ainsi deux expressions différentes de f’ (z), et en ex- 
primant qu'elles sont identiques on aura les relations 


‘dP dQ 
CE 

(2) E 40 + 
Nr: ar 


4. RÉCIPROQUEMENT, si les relations (2) ont lieu entre les déri- 
vées de deux fonctions 


Peoia yh Q=Y (7,7), 


P et Q sont la partie réelle et le coefficient de y—1 d’une fonction 
d’une seule variable z, dans laquelle on aurait substitué x+y Y—1 
à 2. 

En effet, posons 


W=P+Qy—:; 


substituons 2— y ÿ—1 à x dans cette expression, et prenons la 
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dérivée de W par rapport à y; nous aurons 
dE IP / 
dW Pdr dP. (EFE) 


T = ir dd de dd 


et comme = — ÿ—1, il en résulte 
IN \ 
€ a P y2 d E dP =, 
dd Hae de 


Or le second membre est RREI nul d’après Phypothèse. 


On a donc T = o. Ainsi le résultat de la substitution est indé- 


pendant de 7, et par conséquent W se réduit à une fonction de z, 
qui par la substitution de Hy V—1 devient P cd PR MEET 
. E 


5. Relations entre les dérivées partielles da second ordre. 
Les relations (2) étant identiques, on pourra prendre les déri- 
vées des deux membres de chacune d'elles : on obtiendra ainsi 


d’ Le dQ dE) E 
dæ drxdy dedy b>’ 
WoT y EP HO. AP: 
dé dd ded) dP’ 
d'où résultent les relations 
dP dP 
-e 
(3) j p s 
|20 _ 0 
a E Xp 


RÉCIPROQUEMENT, si Pune des relations (3) est vérifiée par une 
fonction P, il sera possible de trouver une seconde fonction Q telle, 


que P et Q résultent de la substitution de x+y y —1 à la place de z 
dans une certaine fonction ọ (z). 


En effet, si lon pose Q = f T dy, on aura 


40 = A0 OR 1 ER a 
dd  Jd® JT A 


Ainsi les relations (2) sont vérifiées par les fonctions P et Q, et 
par suite il existe une fonction + (z) telle, que l’on a identiquement 


p(x +yrv—1) =P} 0y=i. 
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6. Relations générales entre les dérivées partielles de P et celles 
de Q. 

On tire des équations (2), en les différentiant 4 — 1 fois par rap- 
port à æ, et n — k +1 fois par rapport à y, 


‘LE DES "Q 
(4) D or: 
dx dy" Fey Er ddy 3 


7. Relations entre les dérivées partielles de P ou de Q. 
On tire des équations (3) par la différentiation 


E AAE OR 
5 \ dady iir daf dye ++? x 
Í ) | dQ d'Q 


Ces équations expriment une propriété commune aux deux fonc- 
tions P et Q. En y faisant successivement $ = n, n — 2, n—4,..., 
puis $Å =n — 1, n— 3, n— 5,..., on obtient : 


d" P AE e RE a dP 
d dei dd. d S 

d'P LD ARRET LEE © d"P 
ddy dd dd ddy 

(6) D Sa EE AT d"Q 
dé dR dd rade ? 

dQ WOS AA d d"Q 
de dy dd de dy de dy" 


Ainsi toutes les dérivées partielles de P ou de Q d’un méme 
ordre, dans lesquelles l'indice de différentiation relatif à une 
méme variable est en même temps pair ou impair, sont égales en 
valeurs absolues. 

Et si l’on range ces dérivées suivant un ordre de grandeur de 
cet indice, les signes + et — se succéderont alternativement. 


SÉPARATION DES QUANTITÉS RÉELLES ET DES IMAGINAIRES DANS LES 
DÉRIVÉES DE f(z). 


8. En différentiant par rapport à x les deux membres de l'iden- 
tité f(z) =P +Q yÿ—1, nous avons trouvé 


FD = RE. 
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Cette formule fait voir que pour obtenir la partie réelle et le 


coefficient de ÿ—1 de la dérivée d’une fonction, il suffit de prendre 
les dérivées par rapport à x des parties analogues de cette fonc- 
tion. En prenant z fois de suite la dérivée par rapport à x, on 


trouve 
PPT PL d" d"Q ee 
CN (z ) E- +t 


da” 


On peut donner à cette expression deux autres formes et n'y 
employer que la fonction P ou la fonction Q. Il suffit d’y remplacer 
d"Q d'P d"pP _d"Q_ 

TA par Ed ou pr par ed » ce qui est permis 
d’après les relations (4). On aura ainsi 


A x dP — 
| f" (2) “d de dy T 


(7) 
A e E O Ras. 
l FRE da” dy FT v=. 


DIFFÉRENCES FINIES ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 
P Er Q. 


9. Les propriétés précédentes permettent de développer les 
accroissements des fonctions P et Q suivant les accroissements de 
leurs variables 

Si dans f(z) on change z en (2+4z+ 471), on aura 


af) = Des Es D f(a) R. 


WAP 


En posant 
Ax+Ayy—1 = r(cos0 + ÿ—1 sinb), 


nous aurons, par la formule de Moivre, 
(az+ayy—1)" = r" (cos 20 + =i sinn8). 
D'ailleurs la première formule (7) donne 


Pr VE VTT: 


donc on a a 
Af(z)—AP+AQy—1 
aP aP 
=$ — z (cosn0 + sinnt) ( 7 VT) 
+R, +R, y—!, 
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et en séparant les parties réelles et les parties imaginaires 


t 


=y Sr = -5 -z (FF osno- AFT LR sin) +R, 


18) 
dP À pP 
F7 NE 
AQ = iee sinz’ En a +R, 


10. Si l’on suppose Ax et Ay infiniment petits, le terme général 
de chaque développement devient la différentielle totale du n°" 
ordre de P ou de Q, divisée par le produit 1.2.3...7. On aura 
donc, en appelant la limite de l'angle 4 et en observant que 


r= dr + dy = dy y 1+ coto = dy 


’ 


Sin w 
I n d" 5 
Dp — Coso + -orr dr dy Sin z Nas 
(9) sin” w Ja 
r | CAAA CE cos 20 
H =i 
po ana ge, 
Sin“ w 


PROPRIÉTÉS DES COURBES P Er Q. — POINTS MULTIPLES, 


11. Pour abréger, nous appellerons courbe P, courbe Q, les 
courbes représentées par les équations P = 0, Q =o. Nous suppose- 
rons que le système d'axes auquel on les rapporte est rectangu- 
laire. 

Une propriété remarquable de ces courbes est d’avoir chacune 
un point multiple de l’ordre z, toutes les fois que l’équation pri- 
mitive, f(z) — 0, a z racines égales entre elles. Pour le démontrer, 
il faut faire voir : 1° que les fonctions P et Q s’annulent avec leurs 
dérivées partielles jusqu’à l'ordre z — 1 inclusivement quand on y 
substitue les coordonnées d’un point-racine de l’ordre x; 2° que 
chaque courbe possède en ce point z tangentes distinctes. 


12. Premièrement, quand f(z) a z racines égales à x+y y 5T, 
on doit avoir, ¿ désignant un nombre au plus égal à 7, 


dev de”\dy 
II. 2° édition. 23 


P'e+rv=) = dP _ SET ÿ=—1= 0. 
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cette équation entraine les deux suivantes : 

dP PEI 

do >- dedy 
Il résulte de là et des relations (6) que toutes les dérivées de P de 
l'ordre à sont nulles, et comme ż est compris entre o et z — 1, il est 
donc démontré, qu'en chaque point-racine de l’ordre z toutes les 
dérivées partielles de P s’annulent jusqu'à l’ordre z — 1 inclusive- 
ment. — Mème démonstration pour la fonetion Q. 


43. En second lieu, les courbes P et Q ont chacune, au point 
(x, x), n tangentes distinctes. 

Considérons d'abord la courbe P. 

On obtiendra le coefficient angulaire sA = tango de la tangente 
menée à la courbe par le point (x, y), en égalant à o la différen- 
tielle totale du 2%" ordre. D’après la formule (9), l'équation qu'il 
faudra poser sera donc 

d'p . d'P 


—— COS 20 + 


Sn no 
da” 


de" dy 


sin” o 


= ©. 


Le dénominateur de cette équation n’est jamais supérieur à l'unité, 
et il ne peut devenir nul en même temps que le numérateur qu'au- 
tant qu'on a 

P 


=- = 0. 


da” 


Mais ce cas peut être écarté, car il suffit, pour l'éviter, de chan- 
ger la direction des axes de coordonnées. Donc si Pon suppose 


Sras on aura toutes les solutions de cette équation en posant 
d'P 


(ro) tango = — —;p?) 


et si l’on fait 


on aura 
d'où 
(11) TEN at R 
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Pour avoir toutes les tangentes à la courbe P, il sufit de donner 
à n les valeurs o, r, 2,..., 2 — 1, et lon obtient z valeurs de w, 


. . . è T 
formant une progression arithmétique dont la raison est = Donc 


la courbe P présente au point considéré z tangentes distinctes et 
tellement disposées, que deux tangentes consécutives comprennent 
un angle égal à la xë”? partie de deux angles droits. 


44. Il importe de remarquer qu'un point-racine de l’ordre z ne 
peut ètre un point d'arrêt ou un point isolé, pour aucune branche de 
la courbe P, du moins dans le cas où la fonction P est continue. En 
effet, l'équation qui donne tangw ayant toutes ses racines inégales, 
on voit facilement, en développant P par la série de Taylor, que 
cette fonction changera de signe quand on y substituera successive- 
ment les coordonnées de deux points suffisamment rapprochés du 
point N etsitués de part et d'autre d’une même tangente. 


15. Un calcul analogue à celui que nous avons fait pour la courbe 
P assignerait aussi à la courbe Q, en tout point-racine de l'ordre z, 
n tangentes distinctes et tellement disposées, que deux tangentes 


; KES À 
consécutives comprennent un angle égal à Fa On peut déjà en con- 


clure qu'entre deux tangentes consécutives à la courbe P il y a tou- 
jours une tangente à la courbe Q. Mais je dis de plus que : 
Les tangentes à la courbe Q sont les bissectrices des angles for- 
més par les tangentes à la courbe P. 
Pour le démontrer, rappelons-nous la formule 
d"P 


dr" 
(10) tangzo = —— PP 


da” dy 


En appelant v l'angle qu'une tangente à la courbe Q fait avec l'axe 
des x, nous aurons de même 


dQ 
(12) tango = — Te 
dx" dy 
Or. d’après les relations (4) 
agn OAA D a 
da” A N O 7 om: COURT - “at 


donc 
tang zo tang no = —1, 


23. 
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kr 
no — ny = +È ~=; 
2 


(13) o— yst 


Sin 
ÊE 


w—v est l'angle compris entre une tangente à la courbe P et 
une tangente à la courbe Q la plus voisine, et l'équation (13) montre 
que cet angle, abstraction faite du signe, est la moitié de l'angle 


Li x : ` 
x compris entre deux tangentes consécutives à la courbe P. 


46. Les résultats précédents comprennent le cas particulier d’un 
point-racine simple. En un point de cette espèce, l'angle : Z formé 
par la tangente à la courbe P et la tangente à la courbe Q se réduit 
à =. On peut d’ailleurs l’établir directement. Ainsi : 


En un point-racine du premier ordre les courbes P et Q se cou- 
pent à angle droit. 
Cette propriété appartiendrait encore aux courbes représentées 
par les équations 
P=A, Q=B, 


A et B étant deux constantes quelconques. 


PROPRIÉTÉS DES COURBES DONNÉES PAR LES ÉQUATIONS 
P—Q=0, P+Q=o. 


17. La courbe qui a pour équation P — Q = o est le lieu de tous 
les points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 
donnent des résullats égaux et de même signe. En chaque point de 


cette courbe le rapport A est égal à 1. 


La courbe qui a pour équation P +Q = o est le lieu de tous les 
points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 


donnent des résultats égaux et de signes contraires. Le rapport 5 y 
est constamment égal à — 1. 

Les courbes P— Q, P+Q jouissent des mêmes propriétés que 
les courbes P et Q, et il suffit pour le démontrer d'observer que les 
fonctions 

p=P—Q, q=P+Q, 
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sont la partie réelle et le coefficient de y— 1 de la fonction 


(1+ v—i) fl) = (+= 1) (P+0 V=) 
=P—Q+(P+Q)y—1. 


D'ailleurs p et q s'annulent évidemment avec leurs dérivées jusqu'à 
l'ordre z exclusivement, quand on y substitue les coordonnées d'un 
point-racine de l’ordre z; d'où il suit que : 

En un point-racine de l’ordre n; 

1° La courbe P—Q a n tangentes distinctes dont chacune fait 


A : : pi 
avec celle qui la suit un angle égal à Ei 


2° La courbe P+Q a aussi n tangentes distinctes qui sont les 
bissectrices des angles formés par les tangentes à la courbe P — Q. 


48. Pour construire les tangentes à nos deux nouvelles courbes 
il suffit de connaitre l'angle qu’une tangente à l'une d'elles fait avec 
une tangente à la courbe P. 

Soit lang: le coefficient angulaire d’une tangente à la courbe 
P—Q : on a trouvé plus haut 

dP 

T, 

d" P ? 


de" dy 


(10) tango = — 


à cause de la symétrie du calcul, on aura aussi 


d'p 
da” 
(14) ar E 
de dy 
Mais 


d'p AR CQ dP, d? 
do. de de d de dy: 
EP 2ET US ENT 2 NE AE 
didy: dady de dy LAN dt, 4 


donc 
arp dP 
one dr l dady o —(tangno+r) =); 
tangne = d"P d'P— —ı— tangno ses “CES 4 
dady de 
d'où 
CE 
(15) ATEN 
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De là résulte que si lon construit, comme au n° 44, les tangentes 
aux courbes P et Q, ct que si Pon désigne respectivement les angles 
consécutifs formés par ces tangentes par les nombres 


NE SR E RTS 

les bissectrices des angles de rang pair seront les tangentes à& ta 
courbe P-Q. Les bissectrices des angles de rang impair seront les 
tangentes à la courbe P—Q. 


DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE M. CAUCHY. 


19. Traçons autour d’un point-racine N, de l'ordre z, un cercle 
assez petit pour que dans son intérieur les courbes P, Q, P—Q, 
P+Q se confondent sensiblement avec leurs tangentes, et, par 
suite, ne puissent s'y couper mutuellement ailleurs qu'au point N. 
Un point mobile M qui parcourra la circonférence dans le sens direct 
de rotation, c'est-à-dire en allant des x positifs aux y positifs, devra 
rencontrer 27 fois chacune des quatre courbes et toujours dans 
l'ordre suivants: 


«.P—Q, P, P+Q, Q, P—Q, P,.... 


Concevons qu'à chaque position du point mobile on substitue ses 


S De la courbe P—Q, où get posi- 


tif (17), le point M passe sur la courbe P où A s'annule, et de là immé- 


diatement sur la courbe P+Q, où 5 est négatif. Donc chaque fois 
que le point M traverse le courbe P, le rapport ü 
au négatif. Ce rapport passe au contraire du négatif au positif 
chaque fois que le point M traverse la courbe Q. 

Donc lorsque le point mobile sera revenu à sa position initiale 
après avoir rencontré 2x fois la courbe P et 2x fois la courbe Q, le 


coordonnées dans le rapport 


passe du positif 


rapport 5 aura passé 27 fois du positif au négatif en s'évanouissant, 


et 2n fois du négatif au positif en devenant infini. 

Si au lieu d'un cercle ou d’un contour convexe on trace une courbe 
fermée très-petile, qui présente des sinuosilés, le point mobile 
pourra traverser plusieurs fois chaque portion de la courbe P, mais 
il devra la traverser une fois de plus dans le sens direct que dans 
le sens rétrograde, puisqu'il doit revenir à sa position initiale. Donc, 
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pour chaque portion de la courbe P, le rapport L passera une fois 


Q 

de plus du positif au négatif que du négatif au positif, et quand le 
point mobile sera revenu au point de départ, ce rapport aura passé 
en s'évanouissant 27 fois de plus du positif au négatif que du né- 
gatif au positif. Au contraire, ce rapport aura passé en devenant 
infini 2» fois de plus du négatif au positif que du positif au négatif. 

Ainsi se trouve démontré, pour un cas particulier, un théorème 
remarquable dù à M. Cauchy, et dont voici l'énoncé : 

Le nombre des points-racines situés dans Pintérieur d'un contour 
fermé, en supposant qu'il ne s’en trouve aucun sur ce contour méme, 
est égal à la demi-différence entre le nombre des variations (*) 


descendantes et celui des variations ascendantes du rapport q > pour 


toute Pétendue du contour supposé parcouru dans le sens direct de 
rotation. 


20. Du cas particulier que nous venons d'examiner, on s'élève 
au cas général par les considérations suivantes, empruntées à un 
Mémoire de MM. Sturm et Liouville (Journal de Mathématiques, 
t. 1, p. 278) : 

« Soit A l'excès du nombre des variations descendantes sur le 
E 
Q 


renferme p racines. Il faut démontrer que lon a p=ia Or, 


nombre des variations ascendantes du rapport — pour un contour qui 


» 1° Le théorème est évident pour un contour quelconque ABC, 
lorsque dans l'intérieur de ce contour et sur le contour même on n’a 
jamais P = 0 ; alors en effet les deux nombres y. et A sont tous les 


deux nuls, et par suite l'équation p = La est salisfaite. 


» Elle est satisfaite encore lorsque dans l'intérieur du contour ABC, 
et sur ce contour mème, on n’a jamais Q = o; le nombre y est alors 
encore égal à zéro, et je vais prouver que l'on a aussi A— o., En 

AE -~ z A à 
effet la fraction D’ quand on aura fait un tour entier pour revenir 
au point de départ A, devra se retrouver en ce point affectée du 
mème signe que d’abord elle possédait, quand le mouvement a com- 
meneé : donc cette fraction doit changer de signe un nombre pair 


(*) J'appelle variation ascendante Ve changement de signe d'une quan- 
tité qui passe du négatif au positif en s'évanouissant., Une variation des 
cendante est Fe contraire. 
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de fois, toujours en s'évanouissant, puisque son numérateur seul 
peut devenir nul, et en passant alternativement du positif au né- 
gatif et du négatif au positif : donc enfin l'excès A du nombre de fois 
où elle va du + au — sur le nombre de fois où elle va du — au + 
en s'évanouissant, est égal à zéro; ce qu'il fallait prouver. 

» 2° Quand le théorème de M. Cauchy a lieu pour deux contours 
ABCA, ACDA qui ont une partie commune AC, il a lieu également 
pour le contour total ABCDA formé par leur réunion. En effet, 
l'excès A du nombre de fois où y s'évanouissant passe du +- au — 
sur le nombre «le fois où cette fraction en s'évanouissant passe du — 
au -+ est le mème, soit qu'on parcoure le contour total ABCDA, 
soit qu'on parcoure successivement les deux contours ABCA, ACDA, 
puisqu'à chaque passage du + au — ou du — au +, qui a lieu quand 
on va sur le côté AC de C en A, répond un passage inverse du — 
au + où du + au —, quand on va sur le même côté de A en C. Or 
en supposant que le nombre des racines soit égal à u’ dans le con- 
tour ABCA, et à p” dans le contour ACDA, ©n a A= 2p' pour le 
premier de ces contours, et A—2#" pour le: second, puisque le 
théorème de M. Cauchy est supposé applicableæ à l'un et à l'autre : 
d’après ce qu'on vient de voir, il résulte de là: que, pour le contour 
total ABCDA, on a A= 2(y'+4-p"); donc le thétorème de M. Cauchy 
est vrai pour le contour ABCDA qui renferme ~+ p” racines. 

» Si l’on considère un nombre quelconque: de contours juxta- 
posés, pour chacun desquels ce théorème ait lieu, il aura lieu éga- 
lement pour le contour total formé par la réumion de ces deux-là : 
c’est ce qu'on verra en réunissant ces contours Successivement deux 
à deux, comme on peut le faire d'après ce qui vient d'être démontré, 

» 3° Étant donné un contour quelconque ABC, on peut toujours 
le concevoir divisé : I. En contours convexes tracés autour de cha- 
que racine contenue dans l’intérieur de ABC, assujettis aux con- 
ditions énoncées n° 49; IL. En contours semblalbles à ceux dont on 
a parlé (1°), c'est-à-dire pour lesquels on n’a jamais à la fois P =o, 
Q= 0. Le théorème de M. Cauchy ayant lieu p@ur les diverses par- 
ties dans lesquelles on divise le contour ABC auf lieu pour ce con- 
tour même ABC, dont la forme est arbitraire, 

» Ce théorème est donc entièrement démontré. 

» Toutefois, nous excluons formellement le cas particulier où, 
pour quelque point de la courbe ABC, on aurait à la fois P = o, 
Q—o; ce cas particulier ne jouit d'aucune propriété régulière, et 
ne peut donner lieu à aucun théorème : car dès qu’on l'admet l'ex- 
cès A peut varier avec la forme du contour sans que le nombre y varie; 
de sorte qu’il n'existe alors entre p et A aucune relation constante. » 
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ASYMPTOTES DES COURBES P, Q, P— Q, P+Q, pans LE cas où P 
ET Q SONT DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET ENTIÈRES. — THÉORÈME 
SUR LE NOMBRE DES RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE. 


21. Soit une équation algébrique et entière de degré zm, 
fi) = (A+B, V=) (A+ B, V=) +... 
+ (A +B, V1) = 0: 
si nous posons 
z= £4+yy =i = r(coso+y= i sino), 


A, +B, V— 1 = p, (cos, + y =1 sina}), 
nous aurons 


fr +yvV=1)=P+0V/= 
= pr"[cos(æ+ mo) TON en sin(z+ mo )] 
+ pret {cos[z, + (nm — 1)o] +y sinfe, + (m —1)0]} 


nn nn nm nn mm nm 


P=pr"cos(z + mo) + p,r""cos[z, + (m —1)0] 
+ pr” cos [z, + (m — 2)w]+..., 

Q = pr" sin (2+ mo) +p, r” sin [z, + (m—1)o] 
+p, r”? sin, + (m —2)o] +... 


Les polynômes P et Q ainsi définis, nous allons chercher les 
asymptotes des courbes données par les équations P = 0, Q = o0. 

22. Les coefficients angulaires des asymptotes d'une courbe al- 
gébrique de degré m, s'obtiennent en égalant à o la somme des 
termes de son équation qui sont du m°" degré, après y avoir fait 
x= rC0S6, y= rSilo, 

Or, les termes du 2%" degré dans les polynômes P et Q proviennent 
évidemment de la substitution de x +7 #ÿ—1 à la place de z dans 
le terme (A, +B, V=1) 2" de l'équation f(z) — o. Donc, si réser- 
vant œ pour désigner l'angle qu'une asymptote à la courbe P fait 
avec l’axe des x, on appelle v l'angle analogue relatif à la courbe Q, 
on obliendra w et v en posant 

pr" cos (2+ mo) = 0, pr"sin(z+mv)=o, 
d'où l’on tire 


pA FT 1r 

LS ae Has dr + 
SNS A NE NE, 
|»= P E 2 m 
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23. Quand l'équation d'une courbe du degré 2 est telle, qu'on 
puisse faire disparaitre les termes du (m — 1)#” degré en posant 
æ=—x"+x,, Y =Y, On sait que toutes les asymptotes de 
cette courbe passent par le point (x,, y,). 

Les courbes P et Q sont dans ce cas. 

En effet si dans l'équation f (z) = o on fait z= 342, +y, /—1, 
il suffira, pour faire disparaître le terme en z'”-', de poser 


P — 1 i L 1 
Ti FIV EG M 
ou bien, séparément, 


r "AA +BR > ZM ASB;—AB, 
AURA AR PE TQR N TA 

La transformée en z' n'ayant pas de termes du (m — 1)°”° degré, 

les polynômes P,, Q,, analogues à P et à Q, que l’on déduit de cette 

transformée en posant z'= z'+-»/#—1, n'auront pas non plus de 

termes de ce degré. 

Mais il est évident que P, et Q, sont ce que deviennent P et Q 
quand on y fait x=zx'+x,, y=y'+r,. Ainsi, les polynèmes P 
et Q perdent leurs termes du degré m— 1 par ce changement de 
variables, et, par suite, toutes les asymptotes des courbes P et Q 
passent par le point (x,,.7, ). 

24. Des formules (16) il résulte : 1° que les deux courbe P et Q 
ont chacune #2 asymptotes distinctes; 2° que deux. asymptotes 


consécutives de lime d'elles comprennent un angle égal à 5 


dont la bissectrice est une asymptote de l’autre courbe (*). 

La construction des asymptotes est done la même que celle des 
tangentes en un point-racine de l’ordre 7. 

Les équations qui donnent tango: et tangu n'ayant que des ra- 
cines inégales, les asymptotes ainsi obtenues sont bien réelles et 
s'approchent indéfiniment des courbes P et Q; tant du côté de l'in- 
fini positif que du côté de linfini négatif. 

25. Les courbes P —Q, P+Q ont aussi chacune m asymptotes 
qui passent par le point (x,, y,). Leur position par rapport aux 
asymptotes des courbes P et Q est la même que celles des tan- 
gentes au n° 48. Tl résulte de là que si le point (x,, »,) on décrit 


(*) Ces propriétés des asymptotes ont été remarquées par Gauss et 
publiées par lui, en 1799, dans une thèse intitulée: Demonstratio nova 
theorematis omnem fonctionem algebraicam rationalem integram unius varia- 
bilis in fxctores reales primi vel secundi gradus resolvi posse, Helmstadii. 
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un cercle assez grand pour que, près de sa circonférence, les 
courbes se confondent sensiblement avec leurs asymptotes, un 
point mobile, parcourant ce cercle dans le sens direct de rotation, 
rencontrera 2m fois chacune des quatre courbes et toujours dans 
l'ordre suivant : 

50 65 PQ PE OEO SP 0 
Par conséquent, la différence entre le nombre des variations des- 


- LR P 
cendantes et celui des variations ascendantes du rapport — sera 


Q 
égale pour ce contour à 2:2. Le nombre des points-racines qu'il 
renferme est donc égal à m, et comme au delà les courbes ne 
peuvent pas se couper, on en conclut que toute équation algé- 
brique et entière, de degré m, à coefficients quelconques, admet 


m racines de la forme «+8 y —i. 


PROPRIÉTÉS DES SURFACES DONNÉES PAR LES ÉQUATIONS 


2= F; zQ: 


26. Si dans l'intégrale définie (475) 
ax 
$ fiu)d = az f (o), 
o 


où « tient la place de x+7y—1 = r(cos5+#—1sin), on sup- 
pose f(u) de la forme {u)+W{w)ÿ—1, #(u) et Wu) étant des 
fonctions réelles de #, on aura séparément : 


Tr Par 
T Pdi=ard(o), -f ° Qdo = azt (o), 
o o 


P et Q ayant toujours la même signification, mais devant être con- 
sidérées comme des fonctions réelles de rsin et de r cos6. 

Voici une conséquence remarquable de ces formules : 

Soit V le volume d’un corps compris entre la surface z= P, le 
plan xy, et un cylindre droit ayant pour axe l'axe des z et r pour 
rayon. On aura : 


À r ar r 
va frame f rao f Pdi=ar0(o) f rir, 
o o o 


et enfin 
V= rr°®(o). 


Ainsi le volume considéré est égal à celui d’un cylindre ordinaire, 
de même base et ayant pour hauteur + (o). 


En appelant U un volume analogue, dans lequel la surface = Q 
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remplacerait la surface z= P, on aurait de mème 
U=7rr?#{(0). 


Dans le cas de la fonction f(u) est réelle, ce volume est con- 
stamment nul. 

REMARQUES. 

27. Les courbes données par les équations P—0o, Q—o, ne 
sont pas les seules qui puissent servir à représenter par leurs 
intersections les racines de l'équation f (z) — o. En effet, on ne 
change pas les racines de cette équation en multipliant son premier 
membre par une constante réelle ou imaginaire. Or, le premier 
membre de l'équation 


(a+ 61) f(z) = 0 
se changera pour z = s+ y y—ı en 
aP — bQ + (bP +aQ) y=, 
et les courbes données par les équations 
P,=aP—bQ=0o, Q, =bP+aQ=0 
se couperont aux points-racines de la proposée. 


Les courbes P, et Q, jouissent des mêmes propriétés que les 
courbes P et Q, et si on ajoute à cette remarque, qu’en chaque 


point de la courbe P, le rapport À est égal à > on aura deux 


Q 


théorèmes, qui pourront s’énoncer d’une manière abrégée comme 
il suit : 
P v i 
La rapport Q a la même valeur à tous les sommets d'un poly- 


gone régulier infiniment petit de an côtés, dont le centre est un 
point-racine de Pordre n. 


Le rapport x a la méme valeur à tous les sommets Pun poly- 
ist + 


gone régulier infiniment grand de 2m côtés dont le centre est le 
point de concours des asymptotes. — Le dernier théorème n’a lieu 
que dans le cas où P et Q sont des fonctions algébriques et entières 
de degré /». 

28. Tousles théorèmes démontrés dans cette Note ne s'appliquent 
qu'aux fonctions que M. Liouville appelle bien déterminées, c'est-à 
dire à celles qui ne prennent qu'une seule valeur pour chaque va- 
leur de la variable z= x+7#—1, et qui varient d'une manière 
continue quand le point (x, >) se déplace suivant une courbe quel- 
conque. 
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NOTE V. 
EXERCICES SUR LA RECTIFICATION DES COURBES PLANES, 


par M. E. Provaer. 


Formule pour la rectification des arcs. — Approximation des ares. — 
Transformation des ares de courbe. — Courbes rectifiables. 


FORMULE POUR LA RECTIFICATION DES ARCS DE COURBE PLANE. 


1. Soient AB une courbe plane, O un point pris dans son plan, 
OP une perpendiculaire à la tangente menée à la courbe AB par un 
de ses points M : La normule à la courbe, lieu des points P, s’ob- 
tient en joignant le point P au milieu de la droite OM. 


2. Si Pon désigne par p la perpendiculaire OP et par w Pangle 
que cette droite fait avec un axe fixe, on aura 


Cela résulte de ce que PM est égale à la sous-normale de la po- 
daire (c’est ainsi qu'on nomme le lieu des points P), quand on con- 
sidère p et w commé des coordonnées polaires. 


3. Si du point O on abaisse une perpendiculaire OQ sur la nor- 
male CM à la courbe AB, C étant le centre de courbure, on aura 


car le point Q appartient à la podaire de la développée de la 
courbe AB. 


t. Si l'on désigne l'arc AB par s, et para et 6 les angles que les 
normales aux points À et B font avec un axe fixe, on aura 


Mh ia dp dp 
je «= [ler (GE), -(E).: 


En effet, p étant le rayon de courbure, on a 


sf" pds = fÀ (OP + CQ }d =] (p+ FE) do. 


5. Quandle point O est le point de concours des normales extrêmes 
et plus généralement quand les extrémités de Parc AB sont égale- 
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ment distantes des points correspondants de la podaire, on a 


an) a f: 4 


Conséquence de (2) et de (4). 
6. La formule (1) ne change pas quand on change p en 
p + ac0sw + bsino. 
Analytiquement cela résulte de ce que 
z= acoso + bsine 
est l'intégrale générale de l'équation 


géométriquement cette transformation revient à déplacer le point O 
d'où l’on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes à la courbe. 


APPROXIMATION DES ARCS DE COURBE. 


T. Soient AB un arc convexe, O un point pris dans la concavité 
de cette courbe, & l'angle des normales extrêmes, en désignant 
PAT Po, Pis Passe, Pan les rayons de courbure qui 7e avec la nor- 

o- 25 3r 


male au point À les angles o, —, —, —,..., on aura 


2n’ 2n 2n 


Het. Hion, 
n 


AB> 5 
Batet m A 


n 


AB <c 
si ailleurs SA est négatif pour les valeurs de w comprises entre 
oct. E 

Ces deux inégalités résultent de ce que f pdw peut ètre consi- 


dérée comme l'aire d'une courbe convexe dont 5 et o seraient les 
coordonnées rectangulaires. 


8. Si O est le point de concours des normales extrémes, et p,, 
Pis Pis» + +s Pan les perpendiculaires abaissées sur les côtés d'un po- 
lygone équiangle circonscrit à la courbe AB, on aura 


1 
AB— lime + RE # pour 2=%, 
AB = limo Prti — pour z =% , 
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9. Soit CD une droite partagée au point E en deux segments, 
CE =a, CD —b. Si lon partage en ùn parties égales la demi- 
circonférence décrite sur CD comme diamètre et que Pon désigne 
PAF Pos Pis- + +s Pons ES droites menées du point E aux divers points 
de division, le périmètre de Pellipse ayant 2a et 2b pour axes sera 
compris entre deux circonférences ayant pour rayons la première 


Po + Pat Pie et 3 Pan 
n 
et la seconde 


Pi +P +- 2 Pum, 


n 


Le théorème aurait encore lieu si le point E était pris sur le 
prolongement de CD et que lon eùt encore EC = a, ED = b. 


40. Za moyenne des distances Cun point pris dans le plan dun 
cercle, aux sommets d'un polygcne régulier d'une infinité de côtés 
inscrits dans le cercle, est égale au périmètre Cune ellipse ayant 
pour demi-axes la plus grande et la plus courte distance du point 
à la circonférence, divisé par 27. — Cas où le point est pris sur la 
circonférence. 

Conséquence de (9) 


11. Le périmètre dune ellipse ayant pour axes 2a et2b,a> b, 
étant désigné par E, on a 


E>2rb, E<2ra 
a+b 2e F26 
? 


E< 27 —; 
2 2 


esse ht CET EL E cor VER Vo tab ab 
2 


ED re 


= á 
Conséquence de (9). 


TRANSFORMATION DES ARCS DE COURBE. 


12. Si AB et A'B’ sont deux droites parallèles, eta, b, des points 
pris sur les droites AA', BB’, de telle sorte que 


Aa Bb m 
Aa BD n° 
on aura 
n AB + mA'B' 
ab — 
m+n 
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On prendra le signe + si les droites AB, A'B’ sont dirigées dans 
le mème sens, et le signe — dans le cas contraire. 

13. Si plusieurs polygones ABCD.. ., A'B'C'D'..., A"B'C'D"..., 
ont leurs côtés respectivement parallèles, si a est le centre de gravité 
des sommets homologues A, A', A",...; b celui des sommets B, B', 
B',..., et ainsi de suite, le polygone abed... aura ses côtés paral- 
lèles à ceux des premiers polygones, et son périmètre sera égal à 
la moyenne arithmétique des périmètres des polygones proposés. 

Se démontrera d'abord pour deux polygones, puis pour trois, et 
ainsi de suite, au moyen du théorème 12. 

14. Soient C, C’, C",... plusieurs courbes, A, A’, A”... des points 
appartenant respectivement à ces courbes et tels, que les tangentes 
en ces points soient parallèles. Soit 4 le centre de gravité des points 
A, A', A",... considérés comme des points matériels de poids 
égaux. Si les points À, A',... se meuvent sur leurs courbes respec- 
tives en remplissant toujours les conditions précédentes, Pare de 
courbe décrit par le point a sera égal à la moyenne arithmétique 
des ares décrits par les points À, A',..., en prenant avec le méme 
signe les arcs décrits dans le méme sens. 

45. Étant donné un arc AB, le transformer en un arc Pespèce 
différente et de méme longueur. 

Soient OA et OB les normales menées aux extrémités de l'arc AB. 
Soit A'B' ce que devient AB quand on fait tourner la figure autour 
de la bissectrice OC de l'angle AOB. En appliquant le théorème 14, 
on aura une courbe ab égale à la demi-somme des arcs AB et A'B’, 
et par conséquent égale à chacun de ces arcs. 

La courbe ab est symétrique par rapport à OC. En doublant les 
dimensions d’une de ses moitiés sans changer sa forme, on aura 
une courbe a'c’ de même longueur que AB, mais dont les normales 
extrèmes feront un angle égal à la moitié de l'angle AOB. 

En opérant sur a'c' comme sur AB et répétant indéfiniment cette 
suite d'opérations, on transformera l'arc primitif en arcs de même 
longueur dont les normales extrêmes feront un angle de plus en 
plus petit et qui, par conséquent, différeront de moins en moins 
d'une ligne droite. 


16. Dans la transformation précédente, on a changé un arc AB 
en un autre arc de même ouverture ou d’une ouverture moitié 
moindre, c'est-à-dire dans lequel les normales extrêmes faisaient le 
même angle ou un angle moitié moindre. Soit © l'ouverture d'un 
certain arc AB, posons p= f (w) : on a 


s= [tr + Pod. 
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On aurait encore 
Li 


ds af Lf{zw) +-P'(aw)]de. 


Soit p, = f, (») l'équation de la podaire d'une certaine courbe don 
Farc serait représenté par la formule précédente : on doit avoir 


fo)+f (0) =f(20)+ fo). 


La fonction f, est donc donnée par une équation différentielle li- 
néaire du second ordre, en général difficile à intégrer, 


COURBES RECTIFIABLES. 


47. Trouver une courbe connaissant sa podaire. 

Si p = f (w ) est l'équation de la podaire, r le rayon vecteur de la 
courbe cherchée et 9 l'angle de ce rayon vecteur avec l’axe fixe 
auquel la podaire est rapportée, il faudra éliminer entre les deux 
équations 
d? 


tang(9— o) =- =; r= p u 


18. Si Pon prend f(w) égal à la dérivée Cune certaine fonction 
F (o), l'élimination précédente donnera une équation 
> 1 
g(r, 0)=0, 
qui représentera une courbe rectifiable. 


19. On obtiendra encore une courbe rectifiable si lon trouve une 
Jonction M de x telle, que lon puisse trouver en termes finis les 


intégrales 
Pig 
ns M dx, ï dx, 
Il suffira de poser 


nn. CP PAROLES : 
=; J Si f Mae, 


En prenant M de la forme M = ax”, on aura unè courbe algé- 
brique. Si M est une fraction algébrique rationnelle, la rectification 
de la courbe dépendra généralement des ares de cercle et des loga- 
rithmes. 


IT, 2° édition. 24 
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NOTE VI. 
SUR LA RÉDUCTION DES SOMMES AUX INTÉGRALES, 


par M. E. Proener. 


Formule fondamentale, — Application de cette formule aux fonctions en- 
tières, — aux fonctions fractionnaires, — aux fonctions transcendantes. 
— Théorèmes à démontrer. 


FORMULE FONDAMENTALE. 


1. Soient f(x) une fonction quelconque et z un nombre entier posi- 
tif. Proposons-nous de trouver une fonction »(z) telle, que l'on ait 


(1) ele) = fx) +2 +4) f(e ah) + 
plean 
Posons 
à pin = Pr) + fx + 2) + fe +00) +... 
(2) pus 
+PUz+n— IR]. 
Il en résuliera 


(3) ola+1)— ola) = F(x+ nh), 
(4) pnt) — pin) = fith). 


La fonction + doit satisfaire à l'équation (3) pour des valeursen- 
tières de z; mais il est clair que cette condition sera remplie à plus 
forte raison, si l’on obtient une fonction » telle, que l'équation (3) 
soit satisfaite pour toutes les valeurs que l'on mettrait à la placede ». 
Alors l'équation (3) est identique. On pourra donc prendre les déri- 
vées des deux membres par rapport à n, et Ton aura 


(5) g'(n+1)— g'n) = Af (x + nh), 
et, en comparant avec l'équation {4), 
(6) a+) — g (nr) = hÿ{n +7) — AY (n). 


Si maintenant nous changeons successivement z en 7-1, 7+-2,..., 
n- k, nous aurons, en ajoutant es résultats, 


glnA) — gln) = hyi) — Hÿ(n), 
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ou bien 
(7) gr) — Ayla) = y (nk) — Ay (nk). 
Le premier membre de cette égalité est indépendant de %; donc it 
doit en être de même du second : mais ce dernier est une fonction 


de z-+-%, etil ne peut pas être indépendant de Æ sans l'être de z. 
Donc l'égalité (7) sera satisfaite si l’on pose 


(8) ga) — AY{n) =c, 
c désignant une constante, c’est-à-dire un nombre indépendant de z. 
En désignant +(2) par Sf (x) et 4(x) par Sf'(x), on aura 
d = sf" 
RSS (x) = AS f(æ)+e, 
et en intégrant, 


() Sfl) =A [SF (æ)du +en, 


formule qui fait dépendre la sommation de la fonction f(x) de la 
sommation de sa dérivée. On n’ajoute pas de nouvelle constante, 
parce que Sf (x) doit être nulle pour z =0. 


APPLICATION AUX FONCTIONS ENTIÈRES. 


2. Supposons que f(x) soit une fonction entière du degré m y 
alors f™ (x) est une constante A, et l’on a tout d’abord 


SILIS RA, 
d'où l'on tire successivement, en appliquant la formule (1), 
sf (= he, 
Spe -i BAE 1 B, 
ax N RATE 
e ME M 
2 
te 


B,, B,,..., B, sont des constantes dont la valeur se déterminera 
successivement, à chaque intégration, en faisant z = r. 
24. 
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3. On trouvera très-facilement par ce moyen les sommes des puis- 
sances des z premiers nombres. En désignant ces sommes par S,, 
S,, S,,..., On aura, en général, 


n 
(1) s.=m f Smad +c; 
o 


on a d’abord 
S,=n, 
et en intégrant, 


2 
n 

S, = —+cn. 
Ea 


Pour déterminer c, on fera z = 1, ce qui réduit le premier membre 


1 — I 
à 1: on aura donc I==+c d'où c=-e 


On aura de la même manière 


w ge non Ur 
= ST rm FR SE OUE p’ 
et ainsi de suite. 

On voit que la formule (I) présente un grand avantage sur la for- 
mule du n° 743 qui fait dépendre chaque somme de toutes les sommes 
d'un indice moindre. En partant de la valeur de S,, donnée au nu- 


méro cilé, on trouvera facilement 


Pe Ai. pe Sa re 

Drg 12 Ta 

S n’ n? A. 5] hi n 

D, = — — — — + —; 
na? 2 2 6 42 

ST ONE SN LPS A à 

D, = ich np o 

8 2 12 24 12 


W E V LE: IS 2 IN 
nr ES Et CRE ET D À 


ee D SR TE) NE Le 


S, = — — — — — a — 7 

von 2 á CA PT 

S 1! S -E E A PA É -An 

Re 8 dE 2 66° 

Se a ve ee TR aalaga a SU 
Et PE e PER EP RS a AE A 

TS SEA 2 12 8 6 8 12 


http://rcin.org.pl 


NOTE vi. 373 


APPLICATION AUX FONCTIONS FRACTIONNAIRES. 
4. Posons 


fx) = d'où f(x) = 22€! 


I 
(z+) CESTI 
On a trouvé (741) 


1 1 1 I 
Sf(æ) a EE E ee = | mir 


On aura donc 


ASE Fe Des 
De là résulte 


(2 +- crr=Y (z)+ c. 


Pour déterminer la constante, faisons z = 1 : le premier membre se 


réduit à z et Sf'(x) à — donc c = 1, et, par suite, 


4 
pro TNA D'EAU But, 
(r1) Pa ap m 
ou bien 
3 5 2n +1 I 
Hastagt: Tr +1) aair TESIA 
APPLICATION AUX FONCTIONS TRANSCENDANTES. 
5. Soient 


f(x) = 
J=Sf(x)=1i+e+e+e +... .+et 


la formule (I) donnera, en remarquant que f'(x)= =y, 


équation dont l'intégrale est 


r=c'e"—c. 
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Les constantes se déterminent en faisant z = o, z = 1, ce qui donne 


o=c'—0c, 


1=ce—c; 


d’où lon tire c= d = 


3 et, par conséquent, 


er à 


1He+e +... + et = 1, 


formule connue. 


6. Comme dernière application, nous allons faire voir comment 
on peut, par le moyen de la formule (1), ramener à une question 
de calcul intégral ordinaire la sommation d'une classe très-étendue 
de fonctions transcendantes. 

1° Soient 

N=DLE",; TJ, =Suc", 


u' élant la dérivée de «. La formule (I) donne immédiatement 


= Te dep 

F p FMC, 
équation différentielle du premier ordre qui ramène Sue™ à S'e”, 
Si donc x est une fonction algébrique et entière de x, alors y dé- 


pendra, en dernière analyse, d'une équation de la forme 


PORTA 
dt ? 


qui s'intègre immédiatement. 
2° Soient 
y = Su sinbz, 2 — Su cosbx, 
»,= Su'sinbx, z, = Su'cos bz : 


on aura, en différentiant deux fois de suite, 


dy s 5 

di bs ty Fe, 
d’) kn Pa 4x 
ss =" A a a 4-3 0. 


Cette seconde équation, linéaire et du second ordre, ramène donc 
Susinbx à Su'sinbz et à Su'cosbx. On pourra donc trouver 
Susin bx, par une suite de semblables réductions, quand « sera une 
fonction de x algébrique et entière. 
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3° Soient 
y = Sue“ sinbr, z = Sue” cosbx, 
y= Su'e“sinbr, z= Su'e=cosbz; 
on aura 
1 p 
A =), +bdz+ay+e, 
Ly r b "E dy 
T =y Hb(a t by + uz +c) Fa: 


l'élimination de z entre ces deux équations donnera une équation du 
second ordre et fera dépendre y de y, et de z,. Il sera done possible 
d'obtenir les intégrales demandées quand x sera une fonction algé- 
brique et entière. 

Si maintenant on se rappelle que les puissances de sin bx et do 
cosbx peuvent s'exprimer en sommes de sinus ou de cosinus des 
multiples de bx, on conclura des trois cas que nous venons d’exa- 
miner la possibilité d'obtenir 


Sf (x, sinbx, cosbr, e“), 
lorsque la fonction f sera algébrique et entière. 
THÉORÈMES A DÉMONTRER. 
7. Si m est un nombre impair, on aura 
S= R (n +1) p [r(r +1)], 


ọ désignant une fonction entière. 


Aiai 


8. Si m est un nombre pair, on aura 
Sa = n(n- 1) (227 +1)y[x{r +1), 
@ désignant une fonction entière. 


9. Soient s„ la somme des m®™* puissances des nombres entiers 
premiers à l’entier n et inférieurs à ce nombre, c la constante qu 
entre dans lu formule (11), P(i) Pexpression 


(1— a') (1— b)... (1— l’), 


a, b,..., l étant les facteurs premiers de n; on aura 
n 
= mf Spad + P(n —1) Xn. 
o 


On conclut de là que, pour obtenir s„, il suffit de multiplier les 
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termes du développement de S,,, ordonné par rapport aux puissances 
décroissantes de x, respectivement par P(— 1), P(o), P(1).... On 
a ainsi, en observant que P(o) = o, 


s,= 2P(— 1), 


s=LP(-n, 

s= %P(—1)+ $ P(), 
n° n°? 

LR — P 

SE AAE E 6» 


el ainsi de suite. (Foir pour cette dernière question un article de 
M. Thacker dans le Journal de Crelle, t. XL, ou les Nouvelles An- 
nales de Mathématiques, t. X, p. 324.) 


= à 
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DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. — DÉTERMI- 
NATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


448 à 450. DIFFÉRENTIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE 
PAR RAPPORT À SES LIMITES. 


b 
= É S(zx)dz, 
a 


du du 


pr =— f(a), TA =f (b), 
du = — f (a) da + f(b) db. 


451. DIFFÉRENTIATION D UNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR 
RAPPORT A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 


b 
u— Se, t)dz. 
a 


Si les limites & et b sont indépendantes de ż, on aura 


b 
du af df(x, t) PA 


AE dt 


452. Quand a et b dépendent de t, on a 


b 
du :==— f(a, t}da + f(b, edb te f ae. 
a í 
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453. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 


454. DIFFÉRENTIATION D'UNE INTÉGRALE INDÉFINIE PAR 
RAPPORT À UN PARAMÈTRE VARIABLE. — Pour différentier 
une intégrale indéfinie par rapport à un paramètre 
variable, il suffit de différentier, par rapport à ce pa- 


ramètre, la fonction placée sous le signe Ji 


455 et 456. INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. 


b d d b 
Î de f fente f a f S(z,r)dz. 
a e c a 
zR 


2 
457, DÉrERMINATION DE L'INTÉGRALE i sin"x dr. 


o 
LÉ 
2 
uü, = ps sin” x dr. 
o 


Soit n pair : nous aurons 


æ à 3 ~ n =i 


a S ET 5 = 
4 6 n 


2 
rt. NE Ce 


Sy PEET 


4 


? 


458. En faisant y = sinx, on a 


TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 


SUITE DE LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


460. INTÉGRALES EULÉRIENNES DE SECONDE ESPÈCE, — 
On donne le nom d'intégrale eulérienne de seconde 
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espèce à l'intégrale définie 


a 
T(2)= £: adede. 
o 


On doit supposer z positif. 
461. On a 
T(n +1) = nT (n). 
462. Pour x entier et positif 
F(r)—=1:2.3... h 
463. Ona 


f 


464. INTÉGRALES QUI SE DÉDUISENT D'UNE INTÉGRALE 
CONNUE PAR LA DIFFÉRENTIATION SOUS LE SIGNE. 


f dx CET .(2n— 1) r) a i 
o 


n  ——— r 
(2+ aajt AA Dani oak 


2 ESS 
f Pl at À a de 
g a 
465. 


f a qu qe de 1.2.3.. (r —1), 
4 (a +61} 
466. 


F 
$ eaa sin brda = T(n) sinz9, 
o P 
o 
f ett z" cos br dr = na) cos20. 
o P 


46T. ĪNTÉGRALES DÉDUITES D'AUTRES INTÉGRALES AU 
MOYEN DE L INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. 


Baa 2 
$i ee A AE A MALI Ga eA 
x 2 HU 
468. 
D g cr o ps 
CE 
o 


© e 
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469. 
Pere a c 
~ sin bedz = arc tang + — arc tang —. 
z x b b 
470. Ona 


2 sin br r 
dx = -, 
À z 2 


pourvu que 2 soit >> 0. Si l’on avait b <o, le second mem- 


a . rT 
bre serait — > 


ÂTI. EMPLOI DE CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES POUR 
LA DÉTERMINATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 


feu E > yz. 
472. i 


z 
N Eci e 2 
$ yf S(x, rjd=f f: f (rcos0, rsin 6) rdôdr. 
o o vo o 


473. 
pr — 
Î e- de =y r. 


474. Si f(x) est une fonction paire de x, c'est- 
à-dire une fonction telle, que l’on ait identiquement 


f(x) = f(— x), on aura 


IRC RCE 


Si f(x) est une fonction impaire, c’est-à-dire si 


f(—x)=— f(x), on aura 


fi f(z)dr= o. 
415. 


1 
y = 5 FRE 
$ A a OEP PREL LAEL 1), ( z) 


2 2° 
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476. EMPLOI DES IMAGINAIRES. 


æ% 
f CRUE CE) dr = A yr. 
o 


En posant a =2ý— 1, 
i å RS T o 
e cosac dx = — 6“ yE: 
2 
o 


477. INTÉGRALE OBTENUE A L'AIDE DUNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 


re] 
= 1 „3 
e3 cosz2axde = -e` * f 
f s = yz 


vo i 


TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 
SUITE DES INTÈGRALES DÉFINIES. — INTÉGRALES EULÉRIENNES. 


478. Méruone pe M. Caucny. — FORMULE FONDAMEN- 
TALE. — Soient z une variable imaginaire, r son module 


et p son argument, en sorte qu'on ait 
z= r(cosp + V51 sinp) = re =. 


Soit f (z) une fonction de z qui reste finie et continue, 
ainsi que sa dérivée, pour toute valeur de z dont le mo- 
dule r est inférieur à une certaine limite R. Supposons, 
en outre, qu’en laissant le module constant et en faisant 
croitre langle p une manière continue depuis une 
valeur quelconque + jusqu’à la valeur z + 27, la fonc- 
tion reprenne, pour p =Z + 27, la valeur qu'elle avait 
pour P—= 2. 
On a la formule 

(1) fh)= 


2r Ja 


a+r 


J(z)dp, 


pour tout module r moindre que R. 
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+27 
479. La valeur de T à J'{z) dp est indépendante 


œ 


du module r. > 


480. 
(11) Ffoi= zd flre) dp. 
48i. 


e I a+27 Z 
(111) f(z) = = f f(z + rer =i) dp. 


482 et 483. Arrzicarions. — Les formules précé- 
dentes donnent les valeurs d’une classe nombreuse d'in- 


tégrales définies, 
I f 27% dp 
I = — , 
2r Jo - 1—5 


27 (1—rcosp)dp 
TE 2 
o 1—2rc0sp+r  ™ 


sii sin pdp 
— o. 
o 1—2rcosp +r? i 


484. 
PA E TT picop Tarsia pdp 
DE s 
ax 
esp cos(b sin p)dp = 27, 
o 
27 
f cempsin {b sin p) dp =0. 
o 
485. 


2r rerig 
u tf hayo 
o 


27 
À 1(V1— 2rc0sp + r°)dp =0, 


o 
2% ` 
— rsin 
arc lang Paed dp = 0, 
A 1— rcosp 
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486 ct 487. DÉVELOPPEMENT LES Fonctions. — Une 

Jonction F(x) d'une variable x, réelle ou imaginaire, 

peut étre développée en série convergente suivant les 

puissances entières et positives de x, tant que le module 

de x est moindre que celui pour dequel la fonction ou sa 
dérivée première devient infinie ou discontinue. 


488. DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. — DÉFINITION. — 
PROPRIÉTÉS DE L INTÉGRALE DE PREMIÈRE ESPÈCE. — On 
nomme intégrale eulérienne de première espèce et l'on 
représente par B(p, q) l'imtégrale 


I 
f ap (1 — x)1-'dr, 
o 


dans laquelle p et q désignent des nombres positifs. 
L'intégrale précédente aurait une valeur infinie si p 
ou q était négatif. 


On nomme intégrale eulérienne de seconde espèce 


r(r)= [ ei yi i ( Ta 


489. L'intégrale de première espèce peut se mettre sous 
l'une des deux formes 


T 
2 


æ „P~ d p 
j? TT. af sin’? 0 eos— 640. 
LE LR à A o 


490. x 
B(p, 4) = B (4, p} 
491. 
B s =E 2, q). 
(P+1,9) FES (P;, 9) 
B(p, = E 4). 
(Ps 9 +1) PE (ps 4) 


492. RELATIONS ENTRE LES INTÉGRALES DE PREMIÈRE 
ET DE SECONDE ESPÈCE. 


_r{p)r(q) 
B (p, 9) = Fr) 
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493. 


‘+ uP— (a — u) du = ar+1- EAR (p)T (a), 


r(p+ gq) 


494. INTÉGRALES MULTIPLES QUI S EXPRIMENT A L'AIDE 
DES FONCTIONS I. 


a a—x a—x—-y 
az f zrde f par f 2" (a—x—y—2)dz, 
o o o 


r(p)r(g)r(nr(s) 
PAPE TS) 


LP I de dy dz = 2 r(p)r()r(r) 
Á r(p+g+r+ T(p+g+r+i) 


pour toutes les valeurs positives de x, y, z qui satisfont 
à l'inégalité 


A = aP+g+r+s—1 


T+HY +i<1. 


495. De là on déduit la valeur de l'intégrale 


= Sff z™— dx dy dz, 


étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z pour les- 


æ\« (y \À z\7 RL 
quelles la somme > jA fa 2) reste inférieure 


ou au plus égale à 1. 


Pr (Ir (Z 
Ez SIr- 
_ arbe r (2) r (2) a 


be af: IP q £ p 
R S RE 
zx 7 


496. APPLICATIONS A LA RECHERCHE DES VOLUMES ET 
DES CENTRES DE GRAVITÉ., — Par exemple, en faisant 


a=f$=y=02,p=qg=r=1, V= volume du 8° dekel - 
lipsoïde dont les axes sont 2a, 2b, 2c, 


zabe 
V= — 
6 
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497. Coordonnées x;,, Yı, Z, du centre de gravité de 
ce volume : 


QUARANTIÈME LECON. 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES ET DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 


498. CONDITION D'INTÉGRABILITÉ DES FONCTIONS DE 
DEUX VARIABLES. — Intégrer une expression différen- 
telle de la forme M dx + N dy, c'est chercher une fonc- 
tion de x, y, dont cette expression soit la différentielle 
totale. 

Si l’on désigne par M dx + N dy la différentielle totale 
d'une fonction u, on aura 


L'expression Mdx + Ndy ne pourra ètre intégrée si 
cette relation n’a pas lieu. 


499. Si cette condition est remplie, on aura, en posant 


` v= fMdx, 
«= fua f NT) + 


500. EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. — 
Soit 
M dx + Ndy + Pdz = du : 
on aura 
dM dN aM dP daN dP 
dr o dd  d’ & à 


’ 
conditions nécessaires pour que la formule proposée soit 


intégrable. 
IT, 2° édition. 25 
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501. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, 


la formule proposée est intégrable. 
En posant v = f Mdr, et & étant une fonction de y 


et de z telle, que 


on aura u =p + 9. 


t LICE S 
502. En général ares est le nombre des conditions 


nécessaires et suflisantes pour l’intégrabilité d’une for- 
mule, z étant le nombre des variables. 


503. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. — DÉFINITIONS. — 
On nomme équation différentielle du n*" ordre une 
relation entre une variable, une fouction de cette va- 
riable et les dérivées ou différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu'au 2°"* ordre inclusivement. 


504 et 505. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE. — SÉPARATION DES VARIABLES. — L'intégration 
s'effectue immédiatement quand il est possible de mettre 


l équation sous la forme 


gx) dr = 4 (y)dy; 


free = frinekc. 


306 et 507. Équarions nomocènes. — L'équation 
Mdr + Ndy = 0 


ou aura 


est homogène, quand M et N sont des fonctions homo- 
genes et du mème degré des variables x et y. On a, dans 
ce cas, m étant le degré de l’homogénéité, 


che: oc 


/ 
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L'intégrale est 


lz + = 
LES 


508 à 510. ÉQUATIONS QUE L'ON PEUT RENDRE HOMO- 
cènes. — On rend homogène l'équation 
(a+ mx + ny) dx + (à + px + qy)dy = 0, 
en posant 
s= a, y =y +6, 
am nabi ap—bm 
mq — np mq — np 


Si mq — np = 0, on pose 


mz + ny = 3: 


il en résulte 
(bm + pz)dz 


auae bm — an + (p—n): 


équation où les variables sont séparées. 

Si, en mème temps que mg — np = 0, on a q—0, 
il faut que z ou p = 0, et les variables se séparent immé- 
diatement. 


QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 
SUITE DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


514 et 512. EQUATIONS LINÉAIRES. 


dy 
dx 


y = es lé ( face +c). 


513 et 514. Équarions QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUA- 
TIONS LINÉAIRES, 


#60: 


dy 
da + Pr =Q". 


http://rcin.org.pl 


388 TABLE ANALYTIQUE 
yin 


—— = z, on aura l'équation linéaire 
—n 


Si l'on pose ; 


dz 
g + (0—7) Pz= 


et 
gy = (1 -2 n)eln—)SPdz ( focrear+c). 


515. On peut obtenir l'intégrale générale de Péquation 


a 


ARESE ENI 


quand on en connaît une intégrale particulière, Posons 
y = u + z, l'équation se ramène à 


dz 
TESE (P — 2Qx)z = Qz. 
516. PROBLÈME DE DE BEAUNE. — Trouver une courbe 


telle, que la sous-tangente soit à l’ordonnée comme 
une ligne constante est à la différence entre l’ordonnée 
et l’abscisse. 

L’équation de la différentielle de courbe est 


dy __y=z 
dA a 


On trouve pour son intégrale 
T 


y =2x+a+ Cerf. 


B17 et 518. PROBLÈME DES TRAJECTOIRES. — Trouver 
une courbe qui coupe sous un angle donné toutes les 
courbes renfermées dans l'équation 
(1) F(x;7,e) =0; 

a étant un paramètre variable. 
s dF dFdy\ _dF dF dy 
dy dæ dz) dx ` dy dx 


(2) 


L'élimination de a entre les équations (1) et (2) donnera 
l'équation différentielle du lieu. 
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519. Quand l’angle donné est droit, les trajectoires 
sont dites orthogonales, et l'équation différentielle ré- 
sulte de l'élimination de a entre les deux équations 
dF dF 


F(z; 75 a) = 0; RITES 


520. EQUATION DU PREMIER ORDRE ET D'UN DEGRÉ QUEL- 
CONQUE. — CAs OU L'ÉQUATION NE CONTIENT PAS EXPLI- 


Š dy 
CITEMENT X ET Ja — Soit, en posant de = P; 


F(z, y, p)=0. 
S'il est possible de résoudre cette équation par rapport à 
dy e ” r . 2 
<- ra un s 
zp? °n aura une ou plusieurs équations du premier degré 


que l’on tâchera d'intégrer. 
521. Si l'équation se réduit à 


F(p)=0, 
on aura 


522. EQUATIONS QUI NE RENFERMENT PAS L'UNE DES 
VARIABLES. — Supposons que l'équation soit de la forme 


F (2 z) = 0. 
PE ; . dy . 
Si l'on peut la résoudre par rapport à gy t en tirer 
d ` 
Z =f(a) 


on aura y= | f(x)dx, et le problème sera ramené à 
une quadrature- 


523. Si l'équation peut être résolue par rapport à x, 
on aura 


z—=f(p}, 
y =pfp)— [Sod +C; 


on éliminera p entre ces deux équations. 
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524. Si l'équation différentielle ne contient pas x et 
qu'on puisse la résoudre par rapport à y, on aura 


7E > = fe dp- C. 


525. Cas OU L'ÉQUATION PEUT ÊTRE RÉSOLUE PAR RAP- 
PORT A L'UNE DES VARIABLES. — Si l'équation contient x, 


- et p, et qu’elle puisse se résoudre par rapport à l’une 
yetp,etq P P PI 


des variables, y par exemple, en sorte que l’on ait 


y=f(x, p), 
on aura 
df df 
dy ou pdr = de + De 


Si l’on peut intégrer cette équation, la relation cherchée 
s'obtiendra en éliminant p entre l'équation intégrale et 


l'équation y = f (x, p). 
527 à 529. L'équation 
 =Pr + (p) 
peut être satisfaite : 1° par 
7 =Cz+ (C); 
2° en éliminant p entre 


z+g(p)=0 et y=pz +e(p). 


QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 
SUITE DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


530. Toute ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER 
ORDRE ADMET UNE INTÉGRALE. 


534. IL EXISTE UN FACTEUR PROPRE À RENDRE DIFFÉ- 
RENTIELLE EXACTE LE PREMIER MEMBRE D'UNE ÉQUATION DU 
PREMIER ORDRE. — Quand on saura trouver ce facteur v 
et l'intégrale u de la différentielle totale (Mdr +N dy), 
u =C sera l'intégrale de l'équation Mdx + Ndy = 0. 
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532. Il existe une infinité de facteurs propres à rendre 

le premier membre de l'équation Mdx + Ndy = o une 
différentielle exacte. 


533. Tout facteur V propre à rendre Mdx + Ndy 
une différentielle exacte est de la forme vo(u). 


535. Si deux facteurs V et v rendent différentielle 
exacte l'expression Mdx + Ndy, leur rapport égalé à 
une constante sera l'intégrale de l'équation 


Mdz + Ndy = 0. 


536. DÉTERMINATION pu FACTEUR V. — Le facteur v 
doit satisfaire à l'équation 
dv de (GS T) 
2, 


— — M — = 
K, dx dy dy de 

Cette équation peut dans quelques cas servir à trouve 
le facteur v : 


° Si y ne doit dépendre que de x, on doit avoir 


dM _ aN 
dy dr 
2 f(a), 
p = efftx)dr, 


Si N = 1, l'équation devient 
dy Sa 
Tt Pr +Q=o. 
I! suffit donc, pour rendre cette équation intégrable, de 
la multiplier par ef", C’est le cas de l'équation linéaire, 


2° Si le facteur v est de la forme XY, X étant unc 
fonction de x, et Y une fonction de y, on a 


x= ro yo 


537. L'emploi du facteur v redonne les méthodes pré- 
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cédemment exposées : ainsi la séparation des variables 
dans l'équation 

XYdr+X,Y,dy =0, 
où X et X, désignent des fonctions de x, et Y, Y, des 
fonctions de y, revient à multiplier l'équation proposée 


par le facteur xY 


i 
La transformation employée dans l'intégration de l’é- 
quation homogène revient à multiplier le premier mem- 
bre par 
I 
j= — 
Mz+Ny 
Si le premier membre de l'équation homogène est déjà 
une différentielle exacte, l'intégrale sera 


Mz+Ny=c. 


QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 
SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS À DEUX VARIABLES. 


538 à 540. COMMENT LES SOLUTIONS SINGULIÈRES DES 
ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES SE DÉDUISENT DE L INTÉ- 
GRALE GÉNÉRALE. — On obtiendra les solutions singu- 
lières d’une équation différentielle du premier ordre en 
éliminant la constante entre l ’intégrale générale et sa 
dérivée par rapport à la constante égalée à zéro, ou 
bien entre cette méme intégrale et sa dérivée par rap- 
port à y égalée à linfini. 

541. SOLUTIONS SINGULIÈRES DÉDUITES DU FACTEUR QUI 
REND INTÉGRABLE LE PREMIER MEMBRE DE L'ÉQUATION. — 
L'équation 

=Q 
contient toutes les solutions singulières. 


542. EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIÈRES, — 1° 


adr + ydy = dy y + y° — a : 
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intégrale 
27 +c+a—2x=0; 
solution singulière 
x+y'— a = 0. 
543. 2° Trouver la courbe dont la normale a une 


longueur constante. 
Equation différentielle 


intégrale 
(z—c} +r =a; 
solution singulière 
Pa. 
544. 3° Trouver une courbe dont les tangentes soient 
5 


à une distance constante a de l’origine. 


Équation différentielle 
YP? — à: 
Vi+p' 
intégrale 
y=cx+ayi+ i; 


solution singulière 


e-+- y =a 
545. 4° 
aps à 
de (x —a) 


intégrale générale 
(y —a)-"— (1—n)(rx—c)=0o; 
solution singulière si z est < ı 
LL 


546. 5° Trouver une courbe telle, que le produit des 
perpendiculaires abaissées de deux points fixes F et F' 
sur la tangente soit constant et égal à b’. 
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Equation différentielle 
y=pr + VE + ap : 
intégrale générale 
y = mx + yam’ + b} 
solution singulière 
TEP 


ellipse qui a pour tangentes les droites représentées par 
l'intégrale générale. 

547. 6° Trouver une courbe telle, que la portion de la 
tangente TS comprise entre les deux axes soit égale à 
une longueur constante a. 

Cette courbe est l’épicycloïde obtenue en faisant rouler 
un cercle dans un autre cercle de rayon quadruple. 


548. LA SOLUTION SINGULIÈRE REPRÉSENTE L ENVE- 
LOPPE DES COURBES DONNÉES PAR L INTÉGRALE GÉNÉRALE. 


QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'UN ORDRE QUELCONQUE. 


549 et 550. Toute ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ADMET 
UNE INTÉGRALE. 


551. Toute équation 
Es est, Cl =, 
qui satisfait à l'équation différentielle donnée et qui ren- 
Jerme m constantes arbitraires au moyen desquelles il 
soit possible de donner, pour x=— a, des valeurs arbi- 


d”— VUR 
traires b, b’, Er btr-1) à y, =A ...} SL est identique 


à l'intégrale générale. 
552, CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE FONCTION POUR 
ÊTRE L'INTÉGRALE D UNE ÉQUATION DU M°” ORDRE. 
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535 et 556. INTÉGRALES DE DIVERS ORDRES D UNE ÉQUA- 
TION DIFFÉRENTIELLE. — Une équation différentielle de 
l'ordre m a pour intégrale une équation de la forme 


Fr mec etes ct] = 0. 


En éliminant tour à tour chacune des m constantes 
c, c',..., C", on obtient m équations différentielles 
du premier ordre dont chacune contient seulement m—1 
constantes. Ces équations sont dites des intégrales de 
l’ordre m — 1. 

En éliminant successivement deux des m constantes, 


n (m —1) 


LL # LA . 12 . CE! 
on aura équations différentielles du deuxième 


ordre contenant chacune m — 2 constantes et qu'on 
nomme intégrales de l’ordre m — 2. 


997. On pourra de même parvenir à des intégrales de 
l’ordre m— 3, de l’ordre m— 4, ete. Si l'on élimine 
toutes les constantes moins une, on aura m équations dif- 
férentielles de l'ordre m— 1 qui seront des intégrales du 
premier ordre. 


558. Les intégrales du premier ordre, résolues par 
rapport aux constantes, donnent m équations de la forme 


e== 4; 
on aura 


du. he dé: du 
PT. + gI ce ay? +... ges /nr se 7] 0. 
Cette équation doit être identique. 
q” 


559. INTÉGRATION DE L'ÉQUATION Tr = y. — Si l’on 


désigne par fraw l'intégrale fax fa. ; [ve qui 


résulte de z intégrations successives par rapport à x, on 
aura 


y= fre + cer + dam +, + cmt), 
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560. L'intégrale multiple qui entre dans la valeur 
de y peut s'exprimer par la formule 


à a [ras — (nr — na fonde 


fear = Ta AE 
K 1.2... (n — 1) s EDET ao fozide.. va dx 


561. Posons v = f(x), nous aurons 


[Toer mp ) vè ) (z — 2) ds. 


QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 
INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS D'UN ORDRE SUPÉRIEUR. 


dë=iy TZ) epu 


563. EQUATIONS DE LA FORME f = RE 


— Soit d’abord l’équation 


=i) 


dy 
En posant X= p, on aura 


dx 
dp 
t= | = +e, 
IEn 
P = ẹọ (7), 
F = fo(e)dz +e. 
564. Si l'on ne peut pas tirer p en fonction de x, on 
aura 
dy = pdz = = 


ft 


565. Exewrce. Trouver la courbe dont le rayon de 
courbure est constant et égal à a. Cercle. 
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366. Si l’on a l'équation 


en posant 


on a sv; Æ)=0, 


. À 
d'où a 


=f(p} P=9(z) 
y =fr (æ) dant + e a + can. + ct), 


Si p ne peut pas s'exprimer en x; On aura 


(LE à 

aus TP 
dr a pdp. € 
dx"? fip) 


an? GETS dp Pdp_ r y 
+crz+ec 
des =fr Fip) J F) É 


el ainsi de suite, 


? 


q”? {mn PN 
367. ÉQUATIONS DE LA FORME f (T= x | 


0 


— Soit TZ =f(y). On aura 
(Zy =2 [fds 


; $ dy 
s= p | —" 

Ve+2Jf\r)dr 
568. EXEMPLES. 


e d? 
hi TA tmy=o, 


y = A sin nx + B cos x. 


d° 
pÀ r = kaiih 


ai. Y ia e A 
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569. Pour ramener au cas précédent (367) les équa- 
tions de la forme 


d"-? { Lol 
AER Ta) =°, 


da"? gam 
m=? y 


dan 


il suffit de poser Sp. 


570. EQUATIONS QUI PEUVENT S’ABAISSER A UN ORDRE 
INFÉRIEUR. 


eí PF aay d'y Le 
(æ, de den?! De] 


day RE ETES 
En posant T5 = p, on la réduit à 
a 


dr p 
r(e » P3 2.. à Te)=e. 


qui n’est que de l’ordre m — z. 

d71. 

dy dy dy 
f "= ... — | — 
(o dx’ = > dx 2a 

On peut abaisser l’ordre d’une unité en prenant y pour 

. T s dy 
variable indépendante et faisant 2 =P: 

572. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. — Quelle est la 


courbe dont le rayon de courbure est en raison inverse 
de l’abscisse ? 


Gtp)? a 
dp 7 2æ 
dx 


a . 
en appelant z le produit constant du rayon de courbure 


par l’abscisse du point correspondant de la courbe. 


a (7 +ce)dr eet y 
yat — (1+ c} 


courbe élastique. 


http://rcin.org.pl 


DES MATIÈRES. 399 


573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
être une fonction f (x) de Ton on aura 


te 
! Ent =f (2), 
dx 
P dx 
-= —= — +c, 
yi +P fic) 
p=} (7), 


y= feta) æ) dx +c. 


574. Trouver une courbe dont le rayon de courbure 
soit proportionnel à la longueur de la normale com- 
prise entre la courbe et l'axe des x. 

L'équation différentielle du problème est 


3 


G+p) F, 
Er EA + p°) 


dx 


n désignant une constante positive ou négative, selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport à laxe 


des x. 
dx = Le i dy. 


Cette équation peut s'intégrer si z est un nombre 
entier. 
1° n= — i: 
(z—c}+r=e, 
tous les cercles qui ont leur centre sur l'axe des x. 
2° n=1: 


chaînette. 


—__ 
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3° n=— 2: on a l'équation différentielle 


MEME. 
Nr. Ci 
cycloïde dont la base est sur l’axe des x et dont le rayon 
du cercle générateur est £. 
4 n= a 
(z—c}=4e{y — c), 


toutes les paraboles qui ont l’axe des x pour directrice. 


B75. ÉQUATIONS HOMOGÈNES. — Équation différentielle 
homogène par rapport à y et à ses dérivées : 


dy d™ 
e(z, LÀ AU T) =a 


n le degré de l’homogénéité. 
Faisant 
k A efuds, 
on aura une équation différentielle de l’ordre m—1. 


576. EXEMPLE. 
dy ad > 


577. Toute équation 


dr. d'y d'y = 
IE az’ de" am] 


homogène par rapport aux indices des différentielles, si 
l > , ` 

on pose Z =p, deviendra homogène par rapport à p, 

up Le, daan 

dy’ day ? dy 


ro 


br 
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= (Z): 


epa f HO dy. 


ExEmPLE. 


QUARANTE-SIXIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE. 


578. Dérinirion. — Équations linéaires, équations 
dans lesquelles la fonction cherchée et ses dérivées men- 
trent qu’au premier degré et ne sont pas multipliées 
entre elles. Leur forme générale est 


P, Q,..., T, U, V désignant des fonctions de x. 


579. PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES PRIVÉES DE 
SECOND MEMBRE. ` 


E À dta 


g 
Uis SS de E 


dy 
Tps + +T + Ur 


Si des fonctions particulières Y, Ys,..., Yn satisfont à 
cette équation, la somme de ces Jonctions et méme la 
somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques ci, c:,..., Cry y satisfera également. 


580. Si l’on connait m solutions particulières de 
l'équation (II), on aura l'intégrale générale en posant 


>i = e ae C29 2 rs Teen Cm) m) 


pourvu que l’on puisse déterminer les constantes de ma- 


r dy d'y 
nière à donner à y, ~=}, -- ., 2 des valeurs arbitraires 
dx ? axe 
pour une valeur quelconque de x. 
IT. 2° édition. 26 
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581. L'équation linéaire, en posant y = ef", prend 
la forme 


d'u 


(M) —— 


es + (ut + Par + Qu +... + U)— 0. 
Quand une valeur u = r, indépendante de x, annule 
le polynôme 
u" Part + Que +... + U —=/(u) 
l'équation (IL} est satisfaite par y = ce*. 
582. EQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 
— L'équation f(u)=o n’admet que des racines con- 


stantes 74, r2,..., 7m- En les supposant toutes différentes, 
l'intégrale générale sera 


y= CENT HE Socct Calm? 


583 et 584. CAS DES RACINES IMAGINAIRES INÉGALES. 
— Lorsque l'équation 


MEET a a E Tr +U=o 
a des racines imaginaires, 
n—=a+6V—1, r—=a—6y—1, 


on a 
cd? ce: (A cosb + Bsin6z)e7*. 


585 à 591. Cas nes Racines ÉcaLes. — Lorsque Fé- 


quation 
m+ Pr + Qi +... + Tr+U—o 
a des racines égales, supposons r= r;, on aura 
7=ers(c+cxr)+ cer +... + cent. 
Quand trois racines sont égales, 


y= (cp dr e" a) ae +... + Caem F 
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Si la racine 7, était quadruple, il faudrait remplacer 
les termes qui s’y rapportent par 


ent(c+bcz+e"x e a). 


QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DE L'ÉQUATION LINÉAIRE COMPLÈTE. 


592, RÉDUCTION DE L’ ÉQUATION COMPLÈTE A L'ÉQUA- 


TION PRIVÉE DE SECOND MEMBRE. — Soit 
d'y pe A dy ee + 
(1) pr a e — ++ Te + Un = p(s) 
Posons 


LE 
Yo =| zda, 
o 


z étant une fonction de x et de z tellement choisie, que 
dz d'z CRU M 2e 
Z, F4 7 Trié j soient nulles pour a =x et que 


dae 
T'on ait pour cette mème valeur 
d"=iz 
dr SPs), 
d®z agi 
aE te TE ias = +Uz=0. 


En posant y = u + v, l'équation (1) se réduit à 


d"e dm= to du 
ul et PE + HT + Ue = 0 
(1) PH HT A aa 
Et si l’on peut intégrer généralement cette équation, u +v 


sera lintégrale de l'équation (1). 


593. Cas ou Les COEFFICIENTS DE L ÉQUATION (II) sonrt 
CONSTANTS. — En désignant par Ti, z, rs,..., Fm les 
racines de l'équation 


S(r)= r*+ Prr. Tr UI, 


http://rcin.org.pl 


404 TABLE ANALYTIQUE 


ar 
iF [ej enr (y | 
o 


du FU) 


æ 
e7 |e + f a"? Pr 
DA NA mie erid hibike 


eiei eat Y. soe) 
PCT PR 


on aura 


+ EE 


594 à 600. Cas OU L’ON CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE 
D'INTÉGRALES DE L ÉQUATION PRIVÉE DU SECOND MEMBRE. 
— Si l’on connaït n intégrales distinctes de l’équa- 
tion linéaire privée de second membre, on pourra ra- 
mener l'équation complète à une équation linéaire du 
(m—n)*" ordre. 

On pourra donc abaisser l’ordre de l'équation (1) d'au- 
tant d'unités qu'on connaîtra de solutions particulières 
de l’équation (IT), et l'intégrale générale de l'équation (I) 
sera de la forme 


y= AN + bte + a HD, 


À étant une solution quelconque de l'équation (1). 
L’équation linéaire n’admet pas de solution singulière. 


601. DE QUELQUES CAS Où L'ON PEUT INTÉGRER L'É- 
QUATION LINÉAIRE A SECOND MEMBRE. — Si U et V sont 


V L 
des constantes, on fera y = grae! l’on aura 


équation que lon sait intégrer, si P, Q...., T sont aussi 
des constantes 
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602. Les coefficients du premier membre de l'équa- 
tion étant constants, si 


V= Ar +Brt+...+Gr+H, 
on posera 
y= ar" 4 be +... H gz+h=u, 


et l’on déterminera a, b,..., g, h, en exprimant que cette 
valeur satisfait à l'équation proposée, ce qui formera au- 
tant d'équations qu’il y a d'’inconnues. Une première in- 
tégrale étant obtenue, on posera y = u + v, et v ne dé- 
pendra que d’une équation linéaire à coefficients constants 
et privée de second membre. 
603. Si 

V = Acosax + Bsinrx, 
on fera 

y =acosazx + bsinnr, 


aG+bH=A, aK+bL=B, 
L'intégrale générale sera 
y = acosnxr + bsinrx +3, 
z étant l'intégrale de l'équation 


d"'z dis dz 4 
pr MORT PE PRIE 
604 et 605. Lorsque GL — HK = o, l'intégrale doit 
avoir une autre forme qu'on trouve par un artifice de 
calcul dont voici un exemple. Soit 
` d? 
(1) = y= cost. 


On prend l'équation plus générale 


> d'y 
(2) x +Y=0Cosar, 


COS2Z — COS T 


Eye + C” cosx + C'sins. 
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Faisant n = r, l’intégrale générale de l'équation (1) est 
v sin x 
2 


606. Quand on a 
V = A cosas -+ Bsinaz + A'cosn'æ + B'sinn'r +.... 


En posant y =u +u'+..., il suffit de satisfaire sépa- 
rément aux équations 


y= - + C'sinæ + C” cosx. 


d'u io i 


F E S +... + Uu = Acosnx + Bsin nt, 
du P A U 4 B 
SEN EPE + Uu = ÀA'0c0$s2 x+ B'sinx +. 
607 
(ar + op EX T4 P(ar +p ? st. 


den 


+T(az +5) Ÿ +Uy=0, 


P, Q,..., T, U étant des constantes. 


Soient 7i, r:,...,r, les racines de l'équation 


r{r—1)(r—2)...(r—m+i)a" 
+ Pr(r—1)...(7—m+2)amt +, + U= 0, 
l'intégrale générale sera 


y = Gaz + bf + Gaz + b) +...+ Crlaz + bjm. 


608. PROPRIÉTÉS DE L'ÉQUATION DU SECOND ORDRE. 
Quand on connaît une intégrale particulière y, de lé- 
quation 


dy 
EE EA Z e 


=f Pdz d; 
j= Cn+on [TE 


Ji 


on a 


609. La fonction y et sa dérivée + ne peuvent pas 


http://rcin.org.pl 


DES MATIÈRES. 407 
ètre nulles en même temps. La mème propriété appar- 


£ z dy, 
tient aux fonctions y, et = + 


Deux valeurs de x qui annulent y, comprennent une 
valeur de x qui annule y. 


——— 


QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LES SÉRIES. 
610. DÉVELOPPEMENT PAR LA SÉRIE DE MACLAURIN. — 
Quand certaines dérivées deviennent infinies pour x=0, 
la série tombe en défaut, à moins qu'on n’attribue des 
valeurs convenables à d’autres dérivées qui ne sont plus 
arbitraires. Dans ce cas, la série contenant moins de 
m constantes arbitraires ne représente plus l'intégrale 
générale, mais seulement une intégrale particulière. 
Exemple : 
ei DRE PTE 
SUR oh ts 


611 et 612. MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 


613. Autre FORME DE DÉVELOPPEMENT. — L’équation 
linéaire du second ordre 


peui toujours se ramener à une équation à deux termes. 


d’z 


de — 
R étant une fonction connue de x. 


614 et 615. En posant t = A + B (x — a), on a 


x z x x zx x 
z=t+ [ ax f Rtdzx + f de f nar | de f Rider +.. y 
va va va a va a 
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suite indéfinie dont chaque terme se déduit du précédent 
en le multipliant par Rdx*, et en intégrant par rapport 
à x deux fois entre les limites a et x. Cette suite est con- 
vergente quand la fonction R ne devient pas infinie dans 
l'intervalle où l’on fait varier x. 

On traitera de la même manière l’équation DS = Rz, 
et l’on aura une série où chaque terme s’obtiendra en 
multipliant le précédent par Rdx” et intégrant m fois. 

617. Application : équation du second ordre 

CR PE 


1 
de FAN 


à laquelle se réduit l'équation dite de Riccati 


dy 
DE i 
r dz 
en posant ao = J 


Pour plus de simplicité, supposons & = 1, nous aurons 


ar? ami 
Za MATE) (+2) (m+) (mF a) (2m4 3 (am F Å) 
g ain+6 
ju (m+1)(m + 2) (2m + 3) (2m +4) (3m + 5) (3m +6) 
FA amts 
et (m+ 2)(m + 3) ia (m 2) (m + 3) (2m + 4) (2m + 5) 
+B amt 


618 et 619. INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION DIFFÉREN- 
TIELLE A L'AIDE D 'INTÉGRALES DÉFINIES. 
dy m dy 
ee, — — -+ 2 ro 
dx’ x dx ” x 
I =D + d'a 


n=a f “cos(4x V2cosz)sin"-" ada, 
o 


z _ 
Piwa” y cos(hæ V2 cos x) sin-" 2 dz. 


uv) 
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620. La valeur de y, devient illusoire quand on a m=o 
ou m <o. 
La seconde intégrale y; n'aura une valeur finie que 
si 2—m est positif. , 
Yı +y: ne représentera l'intégrale générale que si m 
est compris entre o et 2. 
621. Cas particuliers : 
1% E 
y = csin (hæ y2) e cos (hay 2). 
SR eN 
en (he V2) + c'cos (heya) 


T 


3° m= 1. On posera m = 1+ & et lon appliquera 
le procédé de d’Alembert. 


QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 


622, ELIMINATION D UNE VARIABLE ENTRE DEUX ÉQUA- 
TIONS DIFFÉRENTIELLES. 


4 


EAr dy d*y 1 dz dz yP 
(+, EC a Dit © EU er =" 

i dy dy dz diz` 

P (z, y Does TR Z, EEE Ta) => - 


On différentiera n fois la première équation, et m fois 
la seconde; on aura ainsi ne n +9 équations entre 
lesquelles il sera possible d'éliminer par les moyens or- 


S x a ly 
dinaires de l'algèbre les m + n +1 inconnues Le a 


dx 
d'y Er AR ; pe , 
Tr?" ga l'équation finale sera, en général, d’un 


ordre égal au plus grand des deux nombres 7 + p, m+q. 


623. Plus généralement, si l'on avait r équations dif- 
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férentielles contenant une variable indépendante x et r 
fonctions y, Z, u,... de cette variable, on éliminerait y 
entre ces r équations, ce qui donnerait r —1 équations 
entre z, u, etc. On éliminerait ensuite z entre ces r — 1 
équations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi à une 
équation diflérentielle ne renfermant plus qu'une seule 
des fonctions inconnues. 


624. SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE ÉQUI- 
VALENTS À UNE OU PLUSIEURS ÉQUATIONS D'UN ORDRE QUEL- 
conQuE. — l'équation 

f ( dy d'y ==) 


5 29 — — 
P 4° de de 
est équivalente aux équations suivantes : 


ARS D AS 
A7 on RE Pl 


, 


dy” 
s|» LT REEE Z) = ©. 


625. Les équations 


d d'y dz dz 
f (s, Vs Foe dam’? y FRE T) =o, 
z dy d'y dz diz 
F TZ} Yy ME dx"? Z, F P A = |] = 0; 


dans lesquelles m >n, g © p, peuvent être remplacées 
par k système des équations du premier ordre 


dy “Ta AY! iy Awen — y{m-1) 
T rm E RS DE tr ; 
dz P dz d;211-2) 
= — =2",. (7-1) 
dx s dæ S3 ? dx 

ONE 7 | à 
16 Vs J'rcers — "NS Z, yves #)=0, 


y Pi $ d.24-1) PL 
F[x, Y, Y's- a Dr Bs Types. & = 0. 


En général, étant donné un nombre quelconque d'é- 
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quations différentielles renfermant une variable indépen- 
dante et plusieurs fonctions de cette variable, si l’on re- 
présente ces dérivées, à l'exception de celles dont l’ordre 
est le plus élevé, par des lettres, on aura un système d'é- 
quations simultanées et du premier ordre qui sera équi- 
valent aux équations proposées. 


626. THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE. — Trois équations dif- 
férentielles simultanées et du premier ordre peuvent être 
remplacées par des équations de la forme 


dx _ dy _ dz __ đu 

ol ut oi : 
Les équations intégrales doivent contenir trois con- 
stantes arbitraires. 


627. m équations du premier ordre entre m + 1 va- 
riables, et qui peuvent étre mises sous la forme 


dx dy dz 


F=Q—r a. 
admettent toujours m intégrales contenant m constantes 
arbitraires. 

628. Quand on ne peut pas résoudre le système proposé 
par rapport à toutes les dérivées, il existe entre les varia- 
bles un certain nombre de relations algébriques, au moyen 
desquelles on peut faire disparaître les dérivées dont le 
système n’a pu fournir la valeur. Dans ce cas, le nombre 
des constantes n'est plus égal au nombre des fonctions. 


629. InTÉGRATION DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES DU PRE- 
MIER ORDRE. — Soit 


un système d'équations simultanées. Les équations inté- 
grales peuvent être remplacées par le système 


in 0e, y=e, 
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On peut donc trouver trois fonctions de x, y, z, u qui 
conservent des valeurs constantes quand on y fait varier 
simultanément toutes les variables. 
On aura les trois équations identiques 


de dz. da da 
Era Aok ibt EA 
dé d8 dé dé 
de UN UE, ae? 
dy dy dy dy 
eTA sat AEA TT pat à 
dx TA y dz LES fes 


630. Réciproquement, si l'on trouve une fonction 6 
des variables x, y, z, u, sans constante arbitraire, telle, 
que l’on ait identiquement 


dx _ dy z _ du 
nr Bi x 
L'équation 
ge 6, y) =c 
est aussi une intégrale des équations proposées. 
632. Toute fonction 6 de x, y, z, u qui satisfait à 
l'équation 
dô då i då 


d9 


dx 


doi se réduire à une fonction de z, 6, y. 


CINQUANTIÈME LEÇON. 


SUITE DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 


633. CAS DE DEUX ÉQUATIONS, MÉTHODE DE D'ÂLEM- 


PA Ar s dz dy x 
BERT, — En éliminant tour à tour —- et —, on obtiendra 
dx dx 
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deux équations de la forme suivante : 
dy 
à A 
ÆrPrEre= 


dz 


PE; “PP CPP * 
dx i i aii 


Ajoutons ces équations après avoir multiplié la se- 
conde par une indéterminée 9 : nous aurons 


dy 4 
Tp EE E AE i a z=V+4+ V90 
Posons 

t= y+ bz, 


il en résulte 


dt do T , 
g igt +H) — 67) + (Q + Q0)3 =V + V'6. 


On éliminera z en égalant son coeflicient à zéro et l’on 
aura 
dð 


F + (P+P'0)2—Q—Q0=0, 


= + (P+ P9) — YV — Vo= o. 
dx ? 

Si l’on connait seulement deux intégrales particulières 
9, et 9, dela première équation, ces intégrales particulières 
étant mises à la place de 9 dans la seconde équation, on 
obtiendra deux valeurs correspondantes de t, t, et t+. On 
aura ensuite y et z au moyen des deux équations 


F+ûz=t, +h k. 


634. Dans le cas où les coefficients P, Q, P', Q/ sont 
constants, on peut supposer ĝ constant dans léquation 
en 9, qui se réduit alors à 


(P + P/8)9—Q—Q0—=0, 


et donne deux racines constantes que l'on prend pour 9, 
et 0, si ces racines sont inégales. 
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Si les racines de cette équation étaient égales, on aurait 

r 
ali 0; =e 

635. INTÉGRATION DE TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES. 
dy z 
Zot Py 4-Q3z+ Ru=V, 
dz 
dr 


du 


+P'r+Q'z+ Ru = V’, 


+ Pr" + Q'2+ Ru =W, 


dx 
Posons 
J+0z+ilu=t, 

dô t HS t " 

qı tT(P+P0+P"3)9—Q—Q8—Q'1=0, 
d). < nN 

T(E Po sepa )àì— R — R'9 — R” = 0, 
dt : 5 

a A T vo— V’)—=— 0. 


Si l’on connaît trois intégrales particulières @,, 8,, 6, 
et les valeurs correspondantes À,, s, s; ti, t: et ts, les 
trois intégrales seront 

F+üsz+hu=t, 
T+ hz +u =h, 
TS +03 + hu =h. 
636. Dans les cas où les coefficients P, Q, R, P’,.... 
sont constants, en posant 
P+P'0+ PAP, 
on aura 
(p—P)(p — @)(p —R") | 

— R'Q"(p—P)—RP"(p — Q)— QP’(p—R”) | = 

— QR'P”— RP Q” 

Soient p1, ps, ps les trois racines de cette CE 
et fi, tas ts les trois valeurs de t; on aura pour les inté- 
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grales cherchées 


p+tetn me aia + f (vvn v aeaa |, 
y+ hrtu = ef +f (V V04 V”) e2: ras |, 


y+ ostu =e P7 |e + foveves Vajen*d |: 


637. AUTRE MÉTHODE. — On ramène le cas général au 
oas des équations privées de second membre. 

Cas où les coefficients des premiers membres sont 
constants. Si l’on connaissait trois systèmes de fonctions 
(Yis Zi ti); (Vas 25 us), (Ys, Zs, Us) satisfaisant aux 
équations 


D'+Py+Qc+Ru =0, 


dz k 
Zn +PIr+Q z+ R'u=0, 


d 
en + Py- Q'z+ R'u—0, 
dx 


on y satisferait encore en posant 


S= QAJ aJt Ys 
Z= Ci + Cr: + C323; 
u = Cu, + Ci: +m. 


Cherchons maintenant à résoudre les première équa- 
tions par des valeurs de la forme 


ys e n a es 


p, p, v désignant des constantes inconnues, La substitu- 
tion de ces valeurs donnera les’équations 


P—p+Qr+Rr—o, 
P'+(Q—p)u + R» = 0, 
Pr Q'p+(R”— p) =o. 


L’élimination de « et de y entre ces équations conduit 
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à une équation du troisième degré en p, déjà trou~ 
vée (636). 

Les trois valeurs de p étant désignées Par Pis 02, Ps, Ct 
les valeurs correspondantes de u et de y par Lui » pes Us» 
Y1, Ys, Vs, On aura trois solutions particulières d’où l’on 
déduira la solution générale 

y= e + oe PT pee Ps, 
b et —p T — 0, T = pD r 
s= Cpe "I Home Fr fefe M, 
u=cneT MT eane aE tene PT: 

638. Prenons maintenant trois équations avec second 
membre V, V’, W. 

En y regardant c,, Cs, C3 comme des fonctions conve- 
nables de x, on aura 


nf =O, T — 1,7 7 
Le > —— -4e 2 — = 
dx d dr j 
de de. c: 
me PT g T È p S heet — n 
x dæ i] 
= 
de, de, 3.1 A 
ye Pi? T Eh Peri r E R Pa % baen 
ax FA 


De ces équations on tirera les valeurs 


de, de, des 
De AN TENTE An 


a = fur c, d 


G= fre + Cz, 


dæ 


c, = | Lx + CO. 


639 et 640. Mérnone pe M. Caucay. 


641. REMARQUE SUR LES ÉQUATIONS SIMULTANÉES, — 


Soient 
(Se; z)=0, 


rt y —= 
F(z, MI 53 3)=0, 
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deux équations simultanées du premier ordre, dans les- 
dy 


1 let z! désignent — et dai 
quelles y’ et z' désignent Z et z 


Les équations 
df df du If df & 
maa i J A 
de dF du dE dE d 
FE D Ed. 


auront pour intégrales générales 


dy dy 

AT + BE 
ei p 
ds "lé À 


A et B désignant deux constantes arbitraires. 


CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 


642. ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUATIONS DIF- 
FÉRENTIELLES ORDINAIRES. — Le problème qui fait l’objet 
du calcul inverse des différences ou des différentielles par- 
tielles consiste à chercher une fonction connaissant une 
relation entre cette fonction, les variables dont elle dé- 
pend, et une ou plusieurs dérivées partielles de cette fonc- 
tion, prises par rapport à ces variables. 


643. Quand les dérivées partielles ne sont relatives 
qu'à une seule variable, il faut opérer comme si l’on avait 
une équation différentielle ordinaire, mais après l’inté- 
gration remplacer les constantes arbitraires par des fonc- 
tions arbitraires des autres variables indépendantes. 


644. Ce procédé peut quelquefois s'étendre à des équa- 


tions où entrent des dérivées partielles relatives à deux 


TI. 2° édition 27 
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variables. Exemple, 


d'u du Teg 
dıdy ris 7 
u 
En posant ZT =P;0na 
dp 
dy —+ ap = zy. 


645 à 647. ELIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 
— Soient 
ile 8), 6—= f(x, Zy 2), 
deux fonctions déterminées des variables x, y, z, et une 
relation arbitraire 


6 = q(z). 
P dz < ds 
osons TZ —=P Fri q, 


nous obtiendrons une équation de la forme 
; Pp +Q =V, 
P, Q, V étant des fonctions de x, y, z. 


648. Soient maintenant trois fonctions de quatre va- 
riables, x, y, z et u, savoir : 
a=fi(z, Jı 3 u), e= f(z, J? 3 u), x = f(x, Ts 3, u), 
et, ọ désignant une fonction arbitraire, supposons que 
l'on ait l'équation 
ACA 6, 7) — 0. 


Posons 
du du du 


fe UT D. 
nous aurons une équation de la forme 
Pp + Qq + Rr=V. 
649. Plus généralement toute équation 


?(@ s.a.s hyu) = 0, 
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où + désigne une fonction arbitraire et æ, 6,..., À, p, des 
fonctions déterminées de m + 1 variables, conduira, par 
le même procédé, à une équation linéaire aux différen- 
telles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctions 
a, 6,..., p, quelle que soit la fonction ©. 

650. Exemrres : 
1° z+z= (z +y), 
P—9+i=0. 


2° z2—=21"9 (2): 
TER 


PT + qy = mz. 


651 et 652. EQUATIONS LINÉAIRES ET DU PREMIER 
ORDRE A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES, — Şi 


AE z)=c, AC Y» TE, 


sont les intégrales du système 


et silon pose 
a= f(T, y, Z), 6= f(x y, 2), 
l'intégrale de l'équation 
Pp +Q =R 
sera 
z= (6), 


ọ désignant une fonction arbitraire. 


654. L'intégrale « — ọ (6) conviendrait encore aux 
équations 


dy dy 
= +R = =Q, 
A aa dz Q 
dx dx 
DS Te =p 


27- 
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655. ExEMPLES : 


1° TP —Yq—=0; 
z—y(xy). 
2° PÈ— gry =— F’, 


z— Z = q(zr). 


3° P—qg—=0, 
z=e(z+7r). 

4 Pr — q5 =0, 
z= (+y). 


656 et 657. EQUATIONS QUI RENFERMENT LES DÉRIVÉES 
D'UNE FONCTION DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. — 
Soit proposé d'intégrer l'équation 


Pp+Qg+Rr= V. 


Si l’on prend les fonctions inconnues g, 6, 7, de telle 
sorte que 


9 désignant une fonction arbitraire, l'équation æ —9(6, 7) 
sera l'intégrale de l'équation proposée. 


658. La même intégrale & = ọ (6, y) convient aux 
équations suivantes : 


dz y * 
RUE +% pN du =B; 
d 4 

P Z “e g% HV =Q, 
dr dæ dx 

r T A a 
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659. ExemPLe : 
du du (7 du 
= = Hz =? 
e dx F9 dy “da cu: 


m F: 3 
u= 9 En ? 


c'est-à-dire que u est une fonction homogène et du degré m 
des variables x, y, z. 


CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES. 


660. Surraces cyLiNpriQues. — On appelle surface 
cylindrique toute surface engendrée par une droite indé- 
finie qui se meut parallèlement à une droite donnée, en 
s'appuyant constamment sur une courbe donnée, nommée 


directrice. 
y —bz=d(x— az), 


P désignant une fonction quelconque, est Péquation la 
8 4 que; q 

plus générale, en quantités finies, des surfaces cylin- 

driques. 


661. Réciproquement, toute surface dont l'équation a 
la forme précédente est cylindrique. 


662. Équation aux différentielles partielles des surfaces 
cylindriques : 
ap + bq =1. 


663. Cette équation exprime que le plan tangent à la. 
surface est toujours parallèle aux génératrices. 


664. Intégrer l'équation des surfaces cylindriques, 
ap + bq = 1. 


Solution. y — bz= (x — az), 
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665. Si la surface cylindrique passe par une courbe 

donnée 
F(z, y, 2) =0, Fix, r,2z)=0, 
on fera 
T—a3=a y —bz=6. 

En éliminant x, y, z entre ces quatre équations, on 
trouvera une relation telle que 6= (x); on aura par 
ce calcul la forme particulière de la fonction D. 


666. Si la surface cylindrique doit être circonscrite à 
une surface donnée 


E(t; ris = 
la courbe de contact sera déterminée par cette équation et 
la suivante : 


PTS LL OS LE 
Ta 
667. Sunraces coniQuEs. — On appelle surface co- 


nique une surface engendrée par une droite indéfinie qui 
passe par un point fixe et rencontre constamment une 
courbe donnée. 

Équation générale, en quantités finies, des surfaces 
coniques : 


Équation aux différentielles partielles des surfaces 
coniques : 
32—c=(z—a)p+(r—b)g. 


669. Intégrale de l'équation aux différentielles par- 
uelles : 
x —b 2 (ES). 
r S — e 2—C 


La fonction arbitaire ® sera déterminée par la condition 
que la surface conique passe par une courbe donnée ou 
soit tangente à une surface donnée, 


670. Sunraces conoïnes. — On appelle surface conoïde 
toute surface engendrée par une droite qui est toujours 
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parallèle à un plan donné, nommé plan directeur, et 
assujettie à rencontrer une droite et une courbe données. 

Prenons pour plan des xy un plan parallèle au plan 
directeur, et pour axe des z la directrice rectiligne, on 


aura 
2= d (z) . 
x 


671. Équation aux différentielles partielles des sur- 
faces conoïdes : 
PT +qy = 0. 


Cette équation exprime que le plan tangent en un point 
quelconque contient la génératrice correspondante. 


672. SURFACES DE RÉVOLUTION. — Les surfaces de 
révolution sont celles que l’on obtient en faisant tourner 
une certaine courbe autour d’une droite fixe. 

Pour plus de simplicité prenons l’origine sur l'axe OD. 

Soient 


les équations de l'axe, on aura 
az+ by +cez=d(x+ y +2), 


équation générale, en quantités finies, des surfaces de 
révolution. 


673. Équation aux différentielles partielles : 
(ey — bz)p + (az — cx) q = br — ay. 


674. Cette équation exprime que toutes les normales 
d’une surface de révolution rencontrent l'axe. 


675. L'intégrale générale de l'équation est 
az + by + ez = b(t y + z). 


676. Les équations prennent une forme plus simple 
quand OD est l’axe des z. Elles se réduisent a 


z= 0 (2 +7), 
py— qr = 0. 


http://rcin.org.pl 


424 TABLE ANALYTIQUE 


677. Des LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES DE PLUS 
GRANDE PENTE. — Soit une surface 


z= f lay) 
et supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 


de niveau les sections faites dans cette surface par des 
plans horizontaux. Une ligne de niveau a pour équation 


d e 


A Ae 
Elle exprime que la tangente à la ligne de niveau, en un 
point M de la surface, est parallèle à la trace horizontale 
du plan tangent mené à la surface par ce point. 


678. On appelle ligne de plus grande pente d'une 
surface une courbe qui, en chacun de ses points, a pour 
tangente celle des tangentes à la surface, en ce même 
point, qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. 
La tangente à la ligne de plus grande pente, en un point M 
de la surface, doit ètre perpendiculaire à la trace hori- 
zoutale du plan tangent au point M. 

On aura 

pdy = qdz, 
équation différentielle qui représente la projection, sur 
le plan horizontal, de toutes les courbes de plus grande 
pente. 


679. Une ligne de plus grande pente coupe à angle 
droit toutes les lignes de niveau, et réciproquement toute 
courbe qui jouit de cette propriété est une ligne de plus 
grande pente. 


680 et 681. Ellipsoïde : 


b z 
Pin T i 
Lignes de niveau : 
ge a 
s= Á; Dit er S: 
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Lignes de plus grande pente : 
= (rx). 
y est une constante qu’on détermine en exprimant que 
la courbe cherchée passe par un point donné. 


CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON. 


SUITE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉBENTIELLES PARTIELLES. 


682. Des SURFACES DÉVELOPPABLES. — On nomme 
surfaces développables celles qui étant supposées flexi- 
bles et inextensibles peuvent s'appliquer sur un plan sans 
déchirure ni duplicature. 

Toute surface développable est le lieu des tangentes à 
une certaine courbe, nommée aréte de rebroussement de 
la surface, Dans le cône, l’arête de rebroussement se 
réduit à un point, et dans le cylindre, cette courbe passe 
à l'infini. 

683 à 686. Équation du premier ordre qui convient à 
toutes les surfaces développables : 


Pr=5"s(). 
687. Équation aux dérivées partielles et du premier 
ordre, résultant de l'élimination précédente. Posons 


d?z d?z d?z 


TT © dzd  ” Sora 


Equation aux dérivées partielles et du second ordre 
des surfaces développables : 
$ — rn =o. 


688 et 689. [INTÉGRATION DE L'ÉQUATION AUX DIFFÉ- 
RENTIELLES PARTIELLES DES SURFACES DÉVELOPPABLES. — 
L'équation 

s—rt=0 


ne convient qu'aux surfaces développables. 
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690. Des sunraces RÉGLÉES. — On nomme surfaces 
réglées celles qui s’engendrent par le mouvement d’une 
ligne droite; surface gauche, toute surface réglée qui 


n’est pas développable. 
Soient 


T—=At+a, 

Tr =b:+6, 
les équations d’une droite : si a, b, æ, 6 sont des fonc- 
tions d’une même indéterminée y, en faisant varier y 
d’une manière continue, la droite se déplacera successive- 
ment dans l’espace et engendrera une surface réglée. 


691. Equation différentielle du premier ordre, renfer- 
mant seulement deux fonctions de l'indétermiuée y : 


ap + bq =1. 


692. En posant = c, 


r+ 2cs +t =0, 


équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule 
fonction arbitraire c. 


693. Posons 


d3z d'z d?z d'z s 
— = —— = me es (OV — — H 
dm. dy’dy + dx dy? ARTE 

Cu + 3cv + 3cw + y = 0. 


L'équation aux dérivées partielles et du troisième 
ordre résultera de l’élimination de c entre cette équation 


et celle du n° 692. 


694. EQUATION DE LA CORDE VIBRANTE. — Le mouve- 
Fig. 12i. ment des différents points d’une 
ER. corde vibrante, fixée à ses deux 


> PES extrémités, est représenté par 


l'équation aux dérivées partielles 
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MP =u, AP= x sont les coordonnées rectangulaires 
d'un point quelconque de la corde, l’origine étant prise à 
l'extrémité A; y désigne le temps. 
Intégrale générale : 
u= q(xz+ ay) + Yÿ(xz— ay). 
695. Les deux fonctions arbitraires ọ et 4 se déter- 
minent par deux conditions dictinctes. Ordinairement on 


suppose r 


CAC) À Z =fle) pour y = o0. 


On aura, en faisant 
sfr (z)de = F(z), 


[ce ar) ft — ar) Fear) —r(r ar) |: 


O 


1 
2 


CINQUANTE-QUATRIÈME LEÇON. 


COURBURE DES SURFACES. 


696 et 697. COURBURE D'UNE LIGNE SITUÉE SUR UNE 
SURFACE DONNÉE. — Considérons une certaine courbe 
passant par un point M (x,y,z) de la surface. Soit 8 
l'angle que le rayon de courbure R de cette courbe au 
point M, dirigé suivant la droite MN, fait avec la nor- 
male MP à la surface au même point, æ et 6 les angles 
que la tangente à la courbe considérée fait avec l'axe 
des x et celui des y. On aura 


nA V1 + p’ + q’ cos9 + 
| reosta + 25 c052 C0S6 + teos? 
698. Taéonëme ne Meunier. — Le rayon de courbure 
en un point d'une courbe quelconque tracée sur une sur- 
face est égal au produit du rayon de courbure de la sec- 
tion normale qui contient la tangente à la courbe, mul- 


tiplié par le cosinus de l'angle que ce plan fait avec le 
plan osculateur de la courbe. 
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699. On peut encore dire : 

Le rayon de courbure d'une section oblique est la 
projection sur le plan de cette courbe du rayon de cour- 
bure de la section normale. 


TOO. COURBURE DES SECTIONS NORMALES. — Prenons le 
point (x, y, 2) pour origine des coordonnées, et pour 
plan des zy le plan tangent à la surface en ce point. En 
désignant par © l'angle que la tangente fait avec laxe 
des x, on a 

I 


e r COS y + 25 Sing coso + tsin?g 


On porte la valeur absolue du rayon sur l’axe des z dans 
le sens des z positifs si le dénominateur est positif, et 
dans le sens opposé si ce dénominateur est négatif. 


701. Secrions PrINCIPALES. — Les plans qui déter- 
minent sur la surface deux courbes planes à courbure 
maximum où minimum, sont perpendiculaires entre eux. 
On donne aux sections faites par ces plans le nom de sec- 
tions principales. 


702. VARIATION DE COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 
— Prenons pour plans des xz et des yz les plans des 
sections principales. Les angles qu'elles font avec le 
plan zOx sont donnés par l'équation 


stang?’ ọ + (r— t) tangg — s = 0. 
La valeur de p prendra la forme 


I 
P= cos 7 + ising 
et l’on déduira de cette expression les deux rayons de 
courbure principaux p’ et p”: 


Ainsi, les dérivées partielles r et t représentent les 
deux courbures principales au point O. 
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703 et 704. On a 
APT | EMEA 
— COS*® + -z SIn°o. 
p p 

Deux sections normales également inclinées sur une 
section principale ont des rayons de courbure égaux et 
de méme signe. 

La somme des courbures de deux sections normales 


Dj- 


perpendiculaires entre elles est constante. 

Supposons p'et p” tous deux positifs, et p'> p”. Toutes 
les sections normales sont situées au-dessus du plan tan- 
gent et la surface est convexe autour du point O. 

En prenant l'équation de la forme 


sen 2 (5-5) si 
1 p” p’ $3 


I PES ar T. A ` 
F augmente depuis 7 jusqu'à -z> quand 9 croît de o à —; 
f 


WIA 


D, a TOR TE hag . Ra 
et — décroît depuis — jusqu’à 2° quand 9 varie de ST. 
p P 


Dans le cas où p'= p”, toutes les sections normales au 
point O ont donc la même courbure. On dit alors que ce 
point est un ombiliċ. 


705. Supposons que p'et p” aient des signes contraires 
et que p” soit négatif. 

Pour 9 = 0, on a p = p'. L’angle ọ croissant de o à la 
valeur 6 donnée par l'équation 


tang?6 = y 


p croît depuis p’ jusqu’à Pinfini. Au delà de ọ = 6, p 
devient négatif et décroit jusqu’à p”, valeur qui correspond 
à =F. Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans 


l’ordre inverse. 


Dans ce cas, la surface est en partie au-dessus du plan 
tangent, en partie au-dessous. 
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706. DÉTERMINATION pes omgr11cs. — On doit avoir 


1HP pq _1+9 


r S t 


ce qui, en y joignant équation de la surface, détermine 
les coordonnées d’un ombilic. 


? 


707. Paraboloïde elliptique : 


a? yr 
a a E a>b>o, 


a— b 


T0, r =+EVb(a—b), z= 


Il existe deux ombilics situés dans le plan yOz. 


CINQUANTE-CINQUIÈME LEÇON. 


SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 


708. Sur LA SURFACE DONT TOUS LES POINTS SONT DES 
omgiLics. — La sphère est la seule surface dont tous les 
points soient des ombilics. 


709 et 710. Tnéonre ne L'iNpicarice. — Si l'on coupe 
la surface par un plan parallèle au plan tangent et infini- 
ment voisin de ce plan, la section obtenue sera une courbe 
infiniment petite et du deuxième degré, en négligeant des 
quantités infiniment petites par rapport à ses dimensions. 


71. Les rayons de courbure des différentes sections 
normales faites au point O sont proportionnels aux carrés 
des rayons de cette courbe, qui est nommée l’indicatrice 
de la surface en ce point. 


712. Quand l'intersection de la surface par un plan 
parallèle au plan tangent et infiniment voisin est une hy- 
perbole, l'indicatrice se compose de deux hyperboles con- 
juguées. Le rayon de courbure de la surface devient in- 
fini et change de signe quand le plan sécant, en tournant 
autour de la normale, vient passer par une asymptote 
commune aux deux hyperboles. 
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713. CONSÉQUENCES GÉOMÉTRIQUES. — Å toute pro- 
priété des diamètres d’une section conique, correspond 
une propriété des rayons de courbure des sections nor- 
males qui passent par les diamètres de l’indicatrice. 

714. Quand l'indicatrice est un cercle, le point consi- 
déré est un ombilic. Cela arrive sur les surfaces du se- 
cond ordre aux points où le plan tangent est parallèle aux 
sections circulaires. 

715. Cas OU L'EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE SE 
PRÉSENTE SOUS UNE FORME ILLUSOIRE. — La formule 

I 
der r cos o + 2ssincoso + {sing 
dépend des valeurs des dérivées partielles du second ordre 
au point considéré de la surface. Ces fonctions se pré- 


4 X o oa 
sentent quelquefois sous l'une des formes zz’ quand 
co 


x, y et z deviennent nulles. Pour éviter l’indétermina- 
tion, on posera 

y= z2 tango, 
puis, après avoir porté cette valeur de y dans les expres- 
sions de r, s, t, on fera x =0. 

En faisant varier l'angle ọ, le rayon de courbure peut 
avoir, selon la forme de la fonction f, un nombre quel- 
conque de valeurs maximums ou minimums, et il y aura 
autant de maximums que de minimums. 

716. Tancrnres consuquées. — Soit MM’ une courbe 
quelconque située sur une surface : imaginons les plans 


Fig. 196. tangents menés par les points M 
£ et M’. Si le second point se rap- 
$-a proche indéfiniment du premier, 
| | RS 5 l'intersection des deux plans va- 
~ — rierade position et deviendra à 

To 


la limite une certaine tangente 
à la surface passant par le point 
M. Cette droite limite et la tangente MT à la courbe MN 
sont dites tangentes conjuguées. 


N 
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Relation qui doit exister entre les coefficients angu- 
laires de deux tangentes conjuguées, quand on prend pour 
axes la normale et les intersections du plan tangent avec 
les plans principaux : 


mm = — 


I 
. 


T17. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à 
deux diamètres conjugués de l’indicatrice. 

La somme algébrique des rayons de courbure corres- 
pondant à deux tangentes conjuguées est constante. 


CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON. 
SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 

718 et 719. Licxes ne coureune.—Soient M (x, y, z) 
un point de la surface, et MN la normale en ce point; 
M’ (x', y', z’) un second point de la surface, voisin de M, 
l'équation 


z — z+ pz — pz y —y+ qu — gz 
LE T NE 7 ie 
et celle de la surface 
a = f(x, y’) 


représentent une courbe MM' située sur la surface et pas- 
sant par le point M. Toutes les normales à la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront rencon- 
trer la normale MN. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d’une 
surface pour lesquels les normales infiniment voisines 
se rencontrent consécutivement. En chaque point d'une 
surface il passe deux lignes de courbure représentées par 
l'équation différentielle 


a 2 È d 
[G+ Fr) + [a+ g')r — o+) 
+[pgr— 1 + p)s]=0 


et par l’équation de la surface. 
par ! eq 


http://rcin.org.pl 


DES MATIÈRES. 433 


720. PROPRIÉTÉS DES LIGNES DE COURBURE. — Prenons 
la normale MN pour axe des z : l'équation devient 


dy\® dy ak 
(2) (re) tee 


Les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 

Les deux lignes de courbure ont pour tangentes les tan- 
gentes aux sections principales. 

Si l’on avait à la fois s = o, r= t, il y aurait une infi- 
nité de lignes de courbure passant par le point de la sur- 
face : ce serait un ombilic. 


721 et 722. Soient O un point de la surface, Oz la 

Fig. 198. normale, OA et OB les deux 

zj lignes de courbure, O' et O” 

| deux points infiniment voi- 

sins du point O sur les 

lignes OA et OB, les nor» 

males O'K et O”L rencon- 

treront Oz en K et L. 

e. OK et OL sont les rayons 

x de courbure, au point O, 
des sections principales zOx, zOy. 


723. Il faut bien se garder de croire que les points de 
rencontre des normales soient les centres des cercles oscu- 
lateurs des lignes de courbure. Et même les lignes de 
courbure peuvent être planes sans que leurs cercles oscu- 
lateurs se confondent avec ceux des sections principales. 
Il faut que les lignes de courbure soient les lignes de 
plus courte distance sur la surface. ? 


724. CALCUL DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN 
UN POINT QUELCONQUE D'UNE SURFACE. 


(a — $) — [i p) (1 g) r apas] V ++. 
++ + g) = o: 
II, 2° édition, 28 


http://rcin.org.pl 


434 TABLE ANALYTIQUE 


725. Les normales d’une surface, menées par les diffé- 
rents points d’une ligne de courbure, forment une surface 
développable. Pour en avoir l'équation, il faut éliminer 
£, y, Z entre l'équation de la surface, les équations 
d’une normale et l'équation qui exprime que le point 
(x, y, z) est sur la ligne de courbure. 

Cette surface se compose de deux nappes. 


7126. APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AU PARA- 
BOLOÏDE ELLIPTIQUE. 
2 2 


Lys EA a>b>o. 


2a 2b 
Équation différentielle des lignes de courbure : 
r o 7°dy° ( 1 a? rP ) 1 ydy IEE de 


ab x'dx° ba ab ab] ade aba 


4 

Intégration de l'équation 

ab(a— b)e 
Me ve 

b+ac 

Les projections sur le plan des xy sont des ellipses si 
l’on a co, des hyperboles quand c est >o. Elles ont 
toutes leur centre à l’origine. 

Détermination de la constante c. 


az" + [bz — ay” + ab(a— b}]c— by” = o. 


Le 


On en tire deux valeurs de c réelles et de signes contraires, 


m et — n; les projections des lignes de courbure seront 
représentées par les équations 


b(a — 
= mx? + 2 (s dh S hyperbole. 
- P= nrt + ae sa, ellipse. 


Les hyperboles ont leur axe réel dirigé suivant l'axe 
des y. La valeur du demi-axe transverse est 


ab(a — b)m 
b + am 
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‘Si m varie de o à linfini, cet axe augmente de o à 
Vb (a— b). 

Pour m = œ , l'hyperbole se confond avec la portion 

de Faxe des y qui commence à une distance de l'origine 


égale à + Vb (a — b). 
Les ellipses ont leurs axes dirigés suivant l’axe des x et 
l’axe des y. 
Les demi-axes ont pour expressions 
ab(a—b) ab(a— b). 
an—b ? b 
a —— 
n 


Le premier diminue de l'infini à o quand z augmente 
de © à l'infini. L'autre diminue de l'infini à Vb (a — b). 
Pour n = œ l'ellipse se réduit à l'axe des y. 

Si x' = o, les projections des lignes de courbure sont 
alors l'axe des y et des hyperboles ou des ellipses, selon 
que y’ est plus grand ou plus petit que yb (a — b). 

Si y'= 0, les lignes de courbure ont pour projections 
laxe des x et des ellipses. 


CINQUANTE-SEPTIÈME LEÇON. 


CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. — CALCUL INVERSE 
DES DIFFÉRENCES. 


727. Notions PRÉLIMINAIRES. — Soient 


Ds VS Mia T o ee 


une suite de valeurs successives que reçoit une quantité 
variable, Si l’on retranche chacune de ces valeurs de celle 


qui la suit, on obtient ce qu’on appelle les différences 
premières de ces valeurs, 


Ui — U, =, W — U, =Œ Â ligo o oy Mes — Un = Alppo o o 


28. 
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En opérant de la même manière sur la suite des diffé- 
rences premières, on obtient une suite de différences 
deuxièmes, 

Au, — Au; = Wu, Au, — Au, = BUS on. 

On formera de la même manière des différences troi- 
sièmes, quatrièmes, etc. 

728. u, v, z étant des quantités variables 

A(u+o—z)—Aut+Av— Az, 
c’est-à-dire que la différence d’une somme est égale à la 
somme algébrique des différences de ses parties. 
A (u +a) = Au, 
Aau = aAu. 


729 et 730. Expression DE Au. 


n(n—1: 
Mu=u,— nu, + A rx) Mr. Et, 
1.2 


ou, sous une forme symbolique, 
Au = (u — 1)", 
731. EXPRESSION DU TERME GÉNÉRAL D'UNE SUITE EN 
FONCTION DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES SUC- 


CESSIVES. 


(n — 1) 


E I N + © Mu+.,,+ Au, 


ou la formule symbolique 
u= (1+ 4)u. 


732. DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. — u fonc- 
tion entière de x du degré m; on donne à x une suite 
d'accroissements égaux représentés par h. 


u—= Az" + Br + Cm. KHL, 
A'u—=1.2.3...mA/". 


Les différences m"* d'une fonction entière du 
m°"* degré sont constantes, lorsque la variable croît par 
degrés égaux. Les différences suivantes sont nulles. 
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133. Soit u = x". 
1.2.3...mh"=(x+ mh)" — m[ z + (m — 1) h)" +... Hz, 
m(m— 1) 


1.2 


1.2.3...m—=m"— m(m— 1)" + 


n>m, 


o= n*”— n(n — 1)" + 


(m—2)"—... + m. 


ie < 


(sal 

734. 
au—=x(xz+h)(z+2h).. {z+(n—1)#], 
Au={(z+h){r+2h)...[æ+(r—1)A]n4, 
Mu—(z+2h)...[x+(r—i1)A](r —1)#. 


735. DIFFÉRENCES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTION- 
NAIRES OU TRANSCENDANTES. — La variable croit par de- 
grés égaux. 

I 


aoaea a aa ee a 
— nh 
Saet h) (eF 2h)... +) 
n(n +1)% 


Fu z(z+4)...(x+h)[2+(r+14) 


et ainsi de suite. 
© u= át, 
A'u aid — 1)". 
3° 
ah 
4 sin (ax + b)— 2 sin — = ah cos az +b + — 


A cos(az + b) = — 2sin = ahsin a 


Asin {az + b) = — 4 sin’ = sin (ax + b + ah), 


et ainsi de suite. 
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736. CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. — DÉFINITIONS 
ET NOTATIONS. — Le calcul inverse des différences a pour 
objet de déterminer une fonction quand on connait sa 
différence finie, ou lorsqu'on a une relation entre cette 
fonction, quelques-unes de ses différences et la variable 
indépendante. 

La fonction F (x) dont la différence est f(x) se repré- 


sente par DE) et se nomme l'intégrale aux différences 


finies de f(x). On a 


ADf(z)=/(x),, Y afz) =f (2): 


737. Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a ob- 
tenu une intégrale particulière d’unedifférentielle donnée, 
on ajoute à cette première solution une constante arbi- 
traire pour former l'intégrale générale. Dans le calcul 
intégral aux différence finies, il faut ajouter à une inté- 
grale particulière la fonction la plus générale dont la dif- 
férence est nulle, & (x), 


Ao(z)=5©(x + h)— (zx) = 0. 


On aurait une fonction jouissant de la propriété en 
question, si l’on prenait 


o(xz) = Y (sin = cos e) 


F désignant une fonction tout à fait arbitraire. 


738. THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES 
FINIES. 


Fa) — E (2) =F (2) + fa) H. -Hf lEn), 


D u+e—:)=Xu +r- T2, 
Eau—aY t, 
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739. INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS. 


æœ 
DE ah—1 ais 


papat hauna em REA SE =: 
z WE RE CAS ES Per re 
740. 
à ah 
À sin(az— + 0) 
Y cos(az + b) = =>, 
2sin z ah 


cosb-+cos(a +b) + cos(2a + b)+.. -+cos[(r— 1)a+b] 


. na n— iI 
sin — cos a+b 
LA 2 2 


? 
alt 
sin — a 
2 
et 
sin b + sin(a +b) + sin (2a + b)+.. .+sin[(z— 1)a +b] 


sin = si Ars b 
— sin 
à 3 a+ 


+ sin=a 
2 
7M, 
Yrlz th). [e+(r—1)4] 


W (x — h)a(x + h). .[x£-4 (n — 1)A] 


PA {a+1)A +C, 


I 
PA es [£+ (rx —1)4] 

RSS NL EVER RE D D CE ER à 

EE EE APT EE VYE VAE PE UP) D 
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CINQUANTE-HUITIÈME LECON. 


SUITE DU CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. — FORMULES 
D’INTERPOLATION. 


742. INTÉGRATION DES FONCTIONS ENTIÈRES. 
S(z)= Az" + Bar 4 Cam, 


JA) =A aH + B'a Cai, 


A B 1 
AE AIR, Re DM 1. 
T (m+1)#? Pass <a 
C = C I mAh 

~ (m—i)h 2 12 ? 


et ainsi de suite, 


743. Par la série de Taylor 
h? 
Fi =Ar Zle ES ()+..., 
et, si l’on pose f(x) = a"+, 
Hi a le 4 
zx" = (m + 1) h D art (m -+ 1) m -— Y ar- 


(m +1) m(m— 1) > 
+ res A Dar ge OP 


D e=47 +0, 
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Sommes des puissances des nombres 1,2, 3,..., n . 


NA APR RE Ce LA 
2 2 2 
ZAC ARE Eu PAUSE __a(r+i)(2n +1) 
cd LD T: vs 1.2.3 4 
in Bea a D TA a à 
ai N Aa +É 4 ; 
CE s a 4 A E apa 
ner LA E Le 4 
744. SOMMATION DES PILES DE BOULETS. — Pile à base 
triangulaire : 


pna antila) 
F.2:3 


Si la base de la pile est un carré dont chaque côté ren- 

ferme z boulets, 
Net) (22 + 1). 
6 

Pile rectangulaire. n le nombre des boulets contenus 
dans le petit côté de la base et a + 1 le nombre des bou- 
lets qui forment la rangée supérieure de la pile : 
n(r +1) [= re" | 


N= X 3 


745. EVALUATION DES SOMMES PAR LES INTÉGRALES OR- 
DINAIRES ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. — Soit 


CR 
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sA)=3 f Jede -HAR fe) 
+ AUX) S (2) 
= z PU” (X) —f"(2)] +... 


746. Intégrale ordinaire en fonction d’une intégrale 
aux différences finies : 


2 


X 
[reri =| EE petsa ats 
— Š PIS (X) —S' (z) 


I 
— P [ f" (X) —f" Fe 
+ LR) a+ 
Le premier terme du second membre est égal à la 
somme des trapèzes inscrits dans la courbe y= f (x), 
et déterminés par des ordonnées équidistantes. Quant au 
premier membre, il représente laire de cette courbe. 


747. La détermination des coefficients A, B, C,..., 
peut se faire au moyen d’une fonction particulière. 
Si l'on prend 


f(r)=e, 
on aura 
+ ARE BP + CP +... 
hs 
he +e ? 
+ BA + CP + DA +... = T 
D, 6 


Le second membre ne change pas quand h est remplacé 
par —h. On a donc 


CR On Ds. 


748. FORMULES D'INTERPOLATION. — FORMULE DE 
Newron. — L'interpolation a pour objet de trouver une 
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fonction d’une variable, connaissant les valeurs de cette 
fonction qui correspondent à un certain nombre de valeurs 
données de la variable. Ce problème est indéterminé 
tant qu’on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée. 


Soient 


Log Lis Tiges Tag 


n +1 valeurs équidistantes d’une variable, et soit 4 leur 
différence constante. Soient 


Uo, liy llys. .}3 Un 


les valeurs correspondantes d’une fonction u, que nous 
supposerons entière et du n°" degré. 


u = ü + - ant z Ah 
= Ue Š . ñ % —I | — 4+... 


1.2 
"dE a À" llo 
A si) (int) 
749 et 750. Fonmuze ne Lacrance. — Supposons 


maintenant que les valeurs données de x, 
Toy Lis Laye y Tng 
soient quelconques : 


(æ — z,) (£ —2)...(x — x) 


Sen (xzo— x) FT JE «(To — Ta) 


(£ — T) (£ — T). (£ — Tni) 


F (La— To) (En— Tı)» + (En — Zn) a 


751. FORMULES D'APPROXIMATION POUR LES QUADRA- 


TURES, RECTIFICATIONS, CUBATURES. — Supposons qu'il 
s'agisse d'évaluer l'intégrale 


[rime =$, 
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ou l'aire de la courbe y = f (x) : 


A 
SE 3 Enr Paie + ya) +47 + Vs. H Jni)], 


formule due à Thomas Simpson. 


CINQUANTE-NEUVIÈME LEÇON, 


VARIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


752. Bur pu cALCUL DES VARIATIONS. — On considère 
une intégrale définie 


Si dy d'y 
i (>, Jr? D) 
et il faut trouver pour y une fonction f(x) telle, que 
cette intégrale ait une valeur plus grande ou plus petite 


que si l’on remplaçait f(x) par une fonction d’une forme 
tant soit peu différente. 


753. Exemrze. — Étant donnés deux points C et D, 
trouver une courbe plane CMD telle, que la surface de 
révolution engendrée par le mouvement de cette courbe 
en tournant autour d'un axe Ox situé dans son plan 
soit un maximum ou un minimum. 

Soit S la surface : en posant 


F5 ds 
S=ar f JTE) 


il faut trouver une fonction de x, y=f(x), telle, que 
l'intégrale précédente ait une valeur plus grande ou plus 
petite que toutes celles qu’on obtiendrait en modifiant 
infiniment peu la forme de la fonction f(x). 


754. La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu de celle qu'on a déjà suivie dans les 
questions ordinaires de maximum et de minimum. 
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755. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — Soient 


y= f(x) 
l’équation d’une courbe, et 
y=f(x) 


l'équation d’une autre courbe qu’on obtiendrait en fai- 
sant varier extrêmement peu la fonction f(x). Si l’on 
appelle dy l'accroissement de l'ordonnée MP quand on 
passe à la seconde courbe, l’abscisse restant la même, 


dr = (z) — f(x). 


est ce que l’on nomme la variation de l’ordonnée ou de 
la fonction. 


756. On ramène les variations aux différentielles en 
regardant y comme une fonction de x et d'un paramètre 
arbitraire £. Soit 


on aura 


757. Il est souvent nécessaire de faire varier à la fois 
x et y, quand on passe de la courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On regarde x et y comme des fonc- 
tions d’une variable indépendante u, et d’un certain para- 
mètre t : soit 


z=eltc) 10m = UA a 


On suppose que pour t= 0, y devienne une certaine 
fonction de x, f(x), et que x devienne une fonction 
quelconque de u, f(u). 


plu, 0) =f(u), p(u, 0) =f[f(u)]. 


On aura 
+ de as dy 
de (9) 8e = (7) 2e 


Si laissant à £ une valeur constante on faisait varier u, on 
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aurait 


do dy 
= — d. = — du, 
ae du a ai du 7 
758. On appelle variation de U la partie de AU qui 
ne dépend que des premières puissances des variations dx 


et dy. 


dU dU 


759. On appelle variation seconde d’une fonction U 
la variation de JU : on la désigne par ð*U. La variation 
de cette dernière est appelée variation troisième de U et 
se désigne par SU, et ainsi de suite. 


760. TRÉORÈMES SUR LA PERMUTATION DES SIGNES d 
ET 0, pn Er Ò. — La variation de la différentielle d'une 


Jonction de x est égale à la différentielle de la varia- 
tion. 
3.dU=d.ðU, 
761. 
dr d'U = d'j"U. 


762. On peut aussi intervertir l'ordre des signes ò 


pires 
af va= f "3 (Vdz), 


o 
763 à 767. VARIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. — 


Cas ou LA FONCTION SOUS LE SIGNE f~ DÉPEND PAS DES 


T 
U =f Vadz, 
r 


LIMITES. 


1%, 

V=f (z, Y, p, q4) dr =r 
dv Ra dv dv 

=p = P ri Q #4 
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Ti Tı 
af Ta r+ f (Kôy — K pòz) dr. 
x To 


768. Cas ou LA FONCTION V RENFERME DEUX FONC- 
TIONS DE ZX. 


dy dy dz d'z 
EUG HE a T) 


Ti y zi 
af Vdr =r'+ (Ko + K'o')dr, 
T, 


° Te 
dz T š 
en posant miig , ar AT? 
LATINE | AE 
dz Tap NEAT RE 
dP' PQ 
, pee. pee Zn 
“A dx dx’ 


T” s'obtient en ajoutant à T les termes qui résultent du 
changement des quantités P, Q, p,..., en P, Q, p's... 

769. Cas ou LA FONCTION V DÉPEND DES LIMITES DE 
L'INTÉGRATION. — Il faut ajouter à la variation de l'in- 


tégrale les termes qui proviennent de la variation des 
limites. 


SOIXANTIÈME LEÇON. 


SUITE DE LA VARIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE.— APPLICATIONS. 


770. ÅUTRE MOYEN D'OBTENIR LA VARIATION DUNE 
INTÉGRALE DÉFINIE. 


Ent T, 
af Vaz=r + | (Hdzx + Kô y)dz, 
x ON 


% 


H= — Kp. 
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771. Si l’on ne faisait varier que y, 


z Tı 
af Vdx = r+ f Kô ydr, 
T Te 


T” se déduisant de T, par la suppression des termes qui 
renferment dx, et ôx. 
Si lon faisait varier x seulement, 


T, 
ô [ Vdz =T"+ 
s A 


z, 
=. -Í Kpdxdr, 
z 


z, 


í Hôzrdr 


I” étant ce que devient I quand on y fait òy, =0, 
òy, = 0. 

772. Cas où il entre dans la fonction V une autre 
fonction z de x avec ses dérivées p' et q' : 


T, Ti 
af vaæ=r+ f (Hz + Kôy -+ K'ôz)dz, 
H = — (Kp + Kp'). 


773. MAXIMUM ET MINIMUM D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. — 
òU = o est la condition du maximum ou du minimum. 

Si d’U reste toujours positive, lorsque les variations dr 
et dy changent d’une manière quelconque, tout en restant 
infiniment petites, U sera un minimum, Si d'U reste 
négative, U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un 
maximum ni un minimum si `U peut changer de signe. 


774. L'équation òU = o entraîne les deux suivantes 
lb, Eemo 


775. CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES. — Dans le 
$ f PARU : 
cas où V ne contient que x, y, p et q, l'équation K = o 
est du quatrième ordre, et l’on a 


LETE CC”; C7): 


http://rcin.org.pl 


DES MATIÈRES. 449 

Pour déterminer les quatre constantes arbitraires, il 
faut avoir égard à l'équation T = o. Plusieurs cas : 

1° Si l’on se donne les valeurs de x, y, p, q aux deux 

limites, l'équation T — o est identiquement satisfaite, et 


on aura 
= (To; C, C’, c”, c”), 


PT E C”, C"), 
yi= f(e Oe C e 
piera Cei 
2° Si l’une des six quantités £o, Yo,---, reste arbi- 
traire, p, par exemple, l'équation F = o se réduit à 
Q, = 0; on a cinq équations pour déterminer les quatre 
constantes et la valeur de p4. 
3° Si l'on a 
(Tos Yos Pos Lis Jis Pi) =0, 


on aura 

de de de de dy de 

khi PE ET: SLs Etg STan ag: 
Le Tit + yo+ er Lei a+ FTA J+ Pr Pi=0 


En portant la valeur de dp, , tirée de cette équation, 
dans l'équation T =o, il faudra égaler à o les coefficients 
de dos Yo, dpo, ÒX, et dy,. On aura dix équations 
pour déterminer les dix inconnues C, C’, C”, C”, £o, 
Yos Pos Lis Yis Pie 

776. CAs ou LA FONCTION V CONTIENT DEUX FONCTIONS 
DE x.— V contient deux fonctions y et z de la variable x. 
On aura 

Fag ES0; ES 0 
776 à 779. S'il existe entre y et x une relation 
F(z, y, z) = 0, 
on aura 


180. LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS DANS 
UN PLAN. — La ligne cherchée est une ligne droite. 
TI. 0° édition. 20 
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181. LIGNE LA PLUS COURTE D'UN POINT A UNE COURBE 
. PLANE. — La ligne la plus courte entre un point et une 
courbe est une droite normale à celte courbe. 


782. LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX COURBES 
PLANES. — La ligne la plus courte entre deux courbes 
planes est une normale commune aux deux courbes 
proposées. 


SOIXANTE ET UNIÈME LECON. 


SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


783 et 784. AUTRE MANIÈRE DE RÉSOUDRE LES PRO- 
BLÈMES PRÉCÉDENTS. — Au lieu d'appliquer les formules 
générales, on opère comme il a été expliqué au n° 770. 

785. LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS, DANS 


L'ESPACE. — Soient £o, Yo, Zo les coordonnées du premier 
point, et £1, Y1, Z, celles du second, 


r=cz+C, 3=cx+0C, 
équations d’une ligne droite. 


786. Pour déterminer les constantes, plusieurs cas. 

1° Si les points A et B sont donnés, les quatre con- 
stantes se déterminent en substituant les coordonnées des 
points À et B dans les équations de la droite. 

2° Supposons que les points À et B doivent se trouver 
sur deux courbes ayant pour équations, la première 


Jr =g(x), 2=4%(x), 
et la seconde 
Hd); s= VY(x): 
la droite AB est normale aux deux courbes. 
Les équations 
1+cd'(z)+c'W' (z) =ò, 
Heg (z) + ey (z) =0, 
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M = cti + C, y= crn +C, 
a=cm+C, za=czx+C, 
J= ?(%) n=v(x) 
3 = (2); =R ACAN 


déterminent les constantes et les coordonnées des points 
extrêmes de la droite. 

3° Supposons que les points A et B doivent être sur 
deux surfaces données. La droite AB est normale à la 
première surface et à la seconde. 

Les constantes et les coordonnées des points A et B se 
détermineront comme dans le cas précédent. 


787. LIGNE LA PLUS COURTE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 
— Soit 
E(x; 7, =)}=0 
l'équation d’une surface courbe, et proposons-nous de 
trouver la ligne la plus courte AMB que l'on puisse tra- 
cer sur cette surface entre deux de ses points À et B. 


On a 


dF dF 
dz dr dz dy. dy „dz 
De deh APT ATE, L a 
dz dz 


ce qui fait trois équations pour déterminer les deux fonc- 
tons y et z. Mais l’une des dernières équations est une 
conséquence de l’autre et de l’équation de la surface. 


788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 
nommées lignes géodésiques de cette surface : tous leurs 
plans osculateurs sont normaux à la surface. 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
blème précédent. Si la ligne cherchée doit aboutir à deux 
courbes données sur la surface, la courbe AMB les cou- 
pera à angle droit. 


789. La propriété d’être la ligne la plus courte entre 
deux points quelconques d’une surface peut n'exister que 
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sur une certaine portion d'une courbe. Sur la sphère, la 
propriété du minimum appartient seulement aux arcs 
de grand cercle moindres qu’une demi-circonférence. 


790. SURFACE DE RÉVOLUTION MINIMUM. — Étant don- 
nés, dans le même plan, deux points A et B, et une 
droite CD, trouver une courbe AMB, située dans ce 
plan, et qui, en tournant autour de CD, engendre une 
surface de révolution dont l'aire soit la plus petite pos- 
sible. 

Prenant pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des y une perpendiculaire à cette droite, on a 


æx—c! x—c 
n = 
c 
=z e +e a , 


équation d’une chaînette (574, 2°). 


SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 


SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


791 et 792. BracnisrocuronEe. — Prosrème. Étant 
donnés deux points À et B, trouver la courbe AMB que 
doit suivre un point pesant pour aller du point À au 
point B dans le temps le plus court possible. Cette 

Fig. 136. courbe s'appelle la brachisto- 
chrone ou courbe de plus vite 
descente. 

Prenons une verticale quel- 
conque pour axe des x, et deux 
axes rectangulaires Oz et Oy 
dans un plan horizontal quel- 
conque. Le mobile part du point 
A (£o, Yos Zo), sans vitesse initiale. 

Tous les points de la courbe cherchée sont dans le 
mème plan vertical. Si l'on prend ce plan pour plan 
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des xy, et le point de départ A pour origine, l’équa- 
tion différentielle de la courbe se réduit à 


£ 
=d. y . 
dy x pause 


La cycloïde représentée par cette équation a un point de 
rebroussement au point A, sa base est horizontale, et le 
diamètre de son cercle générateur est égal à a. 

En intégrant l'équation, on a 


y= > aarecos — yaz — z’ 
On déterminera la constante a en exprimant que la 
courbe passe par le point B (x,, y1)- 

Le temps employé par le mobile pour aller du point A 
au point B, est égal à 


z d: saut 
HALLE i _Vadz £ "o 1 LR 
V2g Jo Vaz—# 


793. Si les deux points A et B sont assujettis à se trou- 
Fig. 138. ver sur deux courbes données 
CD, EF, on obtient encore une 
cycloïde AMB, située dans un 
plan vertical qui coupe la courbe 
EF à angle droit. 
La tangente à la cycloïde au 
point B est perpendiculaire à la 
tangente menée à la courbe CD 


par le point A. 


794. REMARQUES SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION 


1° Si y mentre pas explicitement dans V, l'équation 
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se réduit à 


qui n’est plus que du troisième ordre. 

2° Si x n'entre pas explicitement dans V, l'équation 
K =o se réduira encore au troisième ordre, en prenant J 
pour variable indépendante, 

3° Si l'on avait à la fois M=o, N=o, l'équation se 
ramènerait au deuxième ordre. 


795. ProsLème. — Trouver une courbe plane AMB 
Fig. 139. telle, que l'aire ACBD 
comprise entre larc 
AMB, les rayons de 
courbure AC et BD 
qui correspondent aux 
deux points extrémes 
A et B, et la portion de 
développée CD com- 
prise entre les centres de courbure C et D soit un mini- 
mum., 
La courbe cherchée est une cycloiïde. 


796. Maximum OU MINMUM RELATIF. — Il s'agit de 
rendre maximum ou minimum une intégrale définie 


x, 
T Vdx, avec la condition qu’une autre intégrale dé- 
To 


T 
finie Udzx ait une valeur déterminée Z. 
To 


797. Supposons qu’il s'agisse de rendre maximum l’in- 
tégrale $ "V dx, avec la condition 


z 
Í Udž = 1 
z 


Les variations de ces intégrales doivent être nulles. 
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On doit avoir 


X x, 
f V dx = 0, af Udr= 0. 
$ z, 


En développant ces deux conditions, on a 


T, 
r+ f Kodr=o0, 
z 


Ti 
o+ f Lo dx = 0. 
To 


On a les deux équations 
T+a8—=0, K+aL=o. 


On aura donc une constante de plus que dans le cas 
* où l’on recherche un minimum absolu, mais on a aussi 
une équation de plus 


T”; 
d Udr = 1. 
Te 


798. La recherche du maximum relatif de l'intégrale 
f ‘Var, lorsque l'intégrale f 'Udx doit conserver 


une valeur constante, revient à chercher le maximum ab- 


solu de l'intégrale fv=+ aU)dzx. 


799. PROBLÈMES SUR LES ISOPÉRIMÈTRES. — Étant 
donnés deux points C et D sur un plan, trouver parmi 
toutes les courbes de méme longueur situées dans ce 
plan et terminées aux points C et D, celle pour laquelle 
l’aire ABDC est un maximum. 


La courbe cherchée est un arc de cercle. 


800. ProsLème. — De toutes les courbes isopérimètres 
que l’on peut tracer sur un plan entre deux points don- 
nés À et B, trouver celle qui, en tournant autour de la 
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droite Ox, engendre la plus grande ou la plus petite 


surface de révolution. 


La chaînette. 


801. Proszime.— De toutes les courbes isopérimètres, 
trouver celle qui engendre le volume de révolution mi- 
nimum. X 

3—c)d 
P ENE aiad A i 
ya Eae (7° ee. e)? 


équation différentielle de la courbe élastique. 


802. Prosrème. — Déterminer la courbe qui, par sa 
révolution autour d’un axe (laxe des x) engendre la 
surface minimum qui renferme un volume donné. 


La RERAN ENA i i 
Vær — (P Et} i 
Si la constante b est nulle, on a un cercle ou l’axe des x. 
Si b n’est pas nulle, l’équation différentielle appar- 
P q pp 


tient à la courbe décrite par l’un des foyers d’une ellipse 
ou d’une hyperbole qui roule sans glisser sur laxe des æ. 
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